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Operaattorin spektri madrad voimakkaasti operaattorin kiyttaytymista, mut-
ta sen avulla voidaan tutkia myds avaruuksien rakennetta. Téssé tyossa kiy-
tetddn hyviksi aikanaan Hans Maassin aluilleen panemaa ja siita ldhtien voi-
makkaan kehityksen kohteena ollutta hyperbolisen Laplacen operaattorin A

spektraaliteoriaa.

Hajottamalla automorfifunktioiden avaruus L?(F,du) A:n spektriii vastaten
osiin voidaan erityisesti automorfisia Poincarén sarjoja késitelld aivan uudel-
la tavalla. Vanhaa ja uutta teoriaa yhdistelemilld paadytidan tédssa esitykses-
sé yllattaviin yhteyksiin holomorfisten kidrkimuotojen ja Maassin muotojen
valilla, joissa yhdistdvana komponenttina toimivat Kloostermanin summat.
Téamén teorian kehitti alkujaan N. V. Kuznetsov vuonna 1977, mutta tdmé

esitys seurailee Y. Motohashin yksinkertaistamaa paéttelyd vuodelta 1997.

Kaantamalla teorian rakenne toisin pdin paastdan tutkimaan Kloostermanin
summia. Jatkona tyolleen Kuznetsov todistikin mullistavan tuloksen tietyille
Kloostermanin summien summille. Tamé& tulos esitetdin tédssd esityksessa
yhdistamalld se laajempaan ympéaroivian teoriaan Goldfeldin ja Sarnakin

vuoden 1983 péittelyd seuraillen.

Asiasanat: Kloostermanin summat, Maassin muodot, holomorfiset kirkimuo-

dot, Laplacen operaattorin spektraaliteoria, Poincarén sarjat.
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Merkintoja

Lukujoukkojen merkinnét Z, R, C vastaavat yleisid kiytantoja. Positiivisten
kokonaislukujen joukolle kiytetddn lisdksi merkintda Z, ja luonnollisina lu-
kuina pidetdén joukkoa N = Z, U{0}. Negatiivisten kokonaislukujen joukkoa
merkitdin Z_ = {—n|n € Z,}.

Téssé esityksessi kompleksimuuttujat s ja z hajotetaan reaali- ja imagi-
naariosiinsa muodoiksi s = o + it ja z = x + iy, missad o,t,x,y € R, ellei
toisin mainita. Merkinnalld € tarkoitetaan aina jotain mielivaltaisen kokoista
positiivista vakiota, eikd sen arvo vilttaméatta siily samana laskuissa.

Ordo-merkintdja O ja o kiytetddn tavanomaisessa mielessd. Lyhenteend
merkinnélle f = O(g) kiytetddn usein muotoa f < g.

Merkinnilli C*(E), k € Z, U {oo} tarkoitetaan joukossa F médriteltyji
funktioita, jotka differentioituvat k£ kertaa E':ssé.

Ryhmén G aliryhmén H (ei vilttaméttd normaali) suhteen otettuja va-
sempien ja oikeiden sivuluokkien joukkoja merkitdan H\G ja G/H.

Merkinté 9,,,, viittaa yleiseen tapaan Kroneckerin deltaan:

B 1 ,josm=n,

6m,n -
0 muulloin.

Funktioilla ((s) ja I'(s) tarkoitetaan tekstissi luonnollisesti koko kompleksita-
soon meromorfifunktioiksi analyyttisesti jatkettuja Riemannin zeta-funktiota
sekdi Fulerin gamma-funktiota. Eksponenttifunktiolle kiytetdin lyhennys-
merkintii e(z) = e*™*. Funktion f : A — B rajoittumaa joukkoon Ay C A
merkitdan f|a, : Ao — B.

Tama esitys kiiyttdd avukseen voimakkaasti funktioteoriaa ja niinpd mo-
nin paikoin integraaleja manipuloidaan siirtdmaélla integrointiteitd paikasta
toiseen kompleksitasossa. Integrointiteiden siirrossa vanha ja uusi integrointi-
tie tdydennetaddn ylimaaraisilla muodoltaan yksinkertaisilla kiyrilla suljetuksi
silmukaksi, jolloin tuloksena syntyva integraali voidaan laskea residylauseen
avulla. Lisdksi siirron vaikutuksia arvioitaessa tulee laskea integraali yli tay-
dentédvien tienpatkien. Ellei esityksessd toisin mainita, tamén integraalin ja

mahdollisista navoista saatavien residyjen vaikutus integrointitien siirrossa



on nolla ja lyhyyden nimissd nadmé tassa esityksessd yksinkertaiset huomiot
jatetddn erikseen mainitsematta.

Merkinnalld

f
(a)

tarkoitetaan, ettd integraali lasketaan yli ddrettomén tien v(s) = « + is,

s € R. Liséksi tdssi on aina voimassa a € R.

>

h (mod 1)

Summamerkilla

tarkoitetaan, ettd summaus kédy lapi kaikki vélin [1,] kokonaisluvut, joille
pétee syt(h,l) = 1. Nami luvut samastetaan direllisen ryhmén Z; jaannos-
luokkien kanssa. Lisiksi merkinnilli h tarkoitetaan luvun h kidnteislukua
h~! (mod ).



Johdanto

Hyperbolisen Laplacen operaattorin ja sen muunnelmien spektraaliteoria on
1900-luvun loppupuolelta ldhtien naytellyt erittdin tarkedd osaa analyytti-
sen lukuteorian kehityksessi. Erityisesti automorfifunktioiden teorian kehi-
tys, Maassin muodot ja niiden yhteys holomorfisiin modulimuotoihin ovat
luoneet hyvin runsaan pohjan niin algebralliselle kuin analyyttisellekin kehi-
tykselle lukuteoriassa. Erddna syyna tdhén kaikkeen on myos uusien ideoiden
alta paljastuva yhteys jo paljon tutkittuun L-funktioiden teoriaan. Teorian
voimakkaimmat kehittdjit ovat olleet sen aluille panija Hans Maass, Atle
Selberg, Hans Petersson ja Walter Roelcke.

Toisena voimakkaana kehityssuuntana lukuteoriassa on ollut 1900-luvun
alusta ldhtien eksponenttisummat. Taméin suuntauksen kiynnistdjané toi-
mi Fourier-sarjojen kertoimien tutkimiseen tarkoitettu Hardyn-Littlewoodin

ympyramenetelma. Siind funktion

72) = Y almye(n2)

ne”

Fourier-kerrointa a(n) tutkitaan hajottamalla sen integraaliesitys

a(n) = /0 ' Fo)e(nz)dz

jollain tavalla paloihin. Weylin kriteeri lukujoukon tasaiselle jakautumiselle
oli menetelméin ensimmaéisid menestyksid, tosin eittdmatta suurin niista on I.
M. Vinogradovin vuoden 1937 todistus ternéériselle Goldbachin otaksumalle.

Jo alusta ldhtien ympyrdmenetelmdé pyrittiin usein eri tavoin paranta-
maan. Ramanujan ehdotti ensimmaéisend integraalin hajottamista osiin Fa-
reyn jonojen mukaan. Téssd muodostuu kuitenkin ongelmaksi vélien eri mit-
taisuus ja nimittéjien koon vaihtelu. Hendrik Kloosterman nousi kuuluisuu-
teen vuonna 1926, kun hin sovelsi kehittdméaansi tasoitusmenetelmia néi-
hin ongelmiin ja onnistui nédin todistamaan osittain neliGmuotojen teoriaan
liittyvan Hilbertin 11. ongelman.

Kloostermanin laskut johtivat hidnet arvioimaan erityistd eksponentti-



summaa -
S(m,n;l) = ' e<u>,
| ) h (go;i 1) !

joka on siitd ldhtien kantanut nimed Kloostermanin summa. Télle summal-
le on l6ydetty useita aritmeettisia muunnoksia ja siitd on tullut térked pe-
rustyokalu erityisesti analyyttisessa lukuteoriassa. Erds syy tdhidn on juuri
Kloostermanin summien tarkeys niin holomorfisten kuin automorfistenkin
kirkimuotojen spektraaliteoriassa.

Kuten tullaan esityksessd huomaamaan, timé yhteys toimii my0s toiseen
suuntaan ja spektraaliteoria onkin edistinyt Kloostermanin summien teo-
riaa mittavasti. Naitd edistysaskelia taas kiyttdmalld muita Kloostermanin
summia soveltavia lukuteorian tuloksia on voitu ratkaisevasti parantaa. Té&-
td kautta automorfifunktiot ja Kloostermanin summat ovat raivanneet tiensé
entistd voimakkaammin koko lukuteorian keskeisimpien késitteiden joukkoon.

Kuznetsovin saavutukset spektraaliteorian saralla saivat aikaan suuren
innostuksen analyyttisen lukuteorian tutkimuksessa ja menetelmille kehitet-
tiin suuri maira erilaisia sovelluksia. Niista tarkeimpid on H. Iwaniecin kehit-
tdma spektraaliseulan menetelmi, jota on menestyksellisesti kidytetty moniin
tarkennuksiin multiplikatiivisissa ongelmissa ja Riemannin zeta-funktion kes-
kiarvojen arvioissa. Sitd hyodynnetddn myds Bakerin, Harmanin ja Pintzin
vuoden 2001 todistuksessa sille, ettd vililli [z — z%°% x| on aina alkuluku,

kun x on tarpeeksi suuri.



1 Tarpeellisia perustietoja

Madéritelladn kompleksitason ylempi puolikas H = {z € C | Sz > 0}. Se
varustetaan epdeuklidisella (hyperbolisella) metriikalla du(z) = |dz|/y.

Maéritelladn erityinen lineaariryhmd
SLQ(Z) = {A S M2><2<Z) | det A = 1}

ja merkitdan I':lla sen tekijiryhmédd SLo(Z)/{£E}, missi E on yksikkomat-
riisi. Tatd ryhméa kutsutaan usein taydeksi moduliryhmdksi. Kuten yleensa-

kin, samastetaan matriisialkio

az+b
cz+d

b
A= (a d) € I' Mobiuksen kuvauksen

kanssa. (Itse asiassa I' ja Mobiusten kuvausten ryhmé ovat isomorfisia.) H:n
metriikka ¢ on tunnetusti invariantti kuvausten v € I' suhteen.

Téassé esityksessd kisitellddn vain tayteen moduliryhméan liittyvid mo-
dulimuotoja ja automorfifunktioita. Néilld on erityisominaisuutena se, etté

kéirkid voi olla vain yksi ja tdlloinkin se sijaitsee pisteessd z = oo. Méaritel-
laan tdhan karkeen liittyva stabilisaattoriryhmé

Foo:{’yeF\fy(oo):oo}:{<(1) T) nEZ}.

Koko automorfifunktioiden teorian eris térkeé késite on hyperbolinen Lap-

lacen operaattori
02 o?
s (i)
I\ o2 * 0y?
Tama operaattori on I'-invariantti hyperbolisen metriikan suhteen eli Vv €
I (A(f ov)(2) = (Af)(y(2)), kuten voidaan helposti todeta Cauchyn-
Riemannin yhtéloita kiyttien.

Tarpeeseen tulee myos seuraava lause:

Lause 1.1 (GREENIN LAUSE). Olkoot [ ja g kahdesti jatkuvasti derivoitu-
via alueessa G ja merkitidn V:lla ja A:lla euklidisia gradienttia ja Laplacen

operaattoria:

0? 0?
RO
oxr?  Oy?



Talloin on voimassa

/Vf-Vg dm—l—/ng dm = fVg-da, (1.1)
G G e

missd mitat a ja m perustuvat tavanomaiseen G:n euklidiseen metriikkaan.
Téahén liittyen kannattaa huomata, ettd myos hyperbolinen ulkonormaa-

liderivaatta

|dz| 0z |dz| Oy

on [-invariantti metriikan p suhteen.

Q%ZZJ(dya dx 8)

Dirichlet’n sarjoiksi kutsutaan funktioita

[e.9]
Qn

f(s) = —, s€C, VneZ;: a,€C
n=1 n
Naiden multiplikatiivisessa lukuteoriassa tarkeiden funktioiden perusteorias-
ta tarvitaan seuraava holomorfisten funktioiden maksimiperiaatteen sovellus.

(Todistusta varten katso [HR].)

Lause 1.2 (PHRAGMENIN-LINDELOFIN PERIAATE). Olkoon Dirichlet’n sar-
ja f(s) sadanndéllinen ja polynomiaalista kertalukua vydssi B; < o < [By. Ole-

tetaan lisdiksi, ettd vyon reunoilla ovat voirmassa arviot
f(s) =0O(t|"), kun o = B ja
f(s) = O(|t]"), kun o = .
Tdlloin kaikilla 51 < o < By on tasaisesti voIMaASSA SUUTUUSATVLO
f(s) = O(|t/"),

missd k(x) on arvot k(51) = ki ja k(B2) = ko saava lineaarinen funktio.

Kloosterman tarvitsi tutkimuksissaan epétriviaalia arviota summilleen ja
hiin todistikin niille ylirajan S(m,n;l) < [*/4. Parikymmenti vuotta myo-
hemmin André Weil todisti algebrallisten kiyrien teoriaa kiyttden Klooster-

manin summille parhaan mahdollisen suuruusarvion
Lause 1.3 (WEILIN RAJA).
|S(m,n; )| < 1M2d(1) syt(m, n, 1)V?, (1.2)

missd d(n) on tavanomaiseen tapaan tekijifunktio.



1.1 Operaattorin spektri

Normialgebroihin tai operaattorianalyysiin liittyvd spektrin késite on usein
hyodyllinen avaruuksien rakennetta tai lineaarikuvausten toimintaa tutkit-
taessa. Esimerkiksi lineaarialgebrassa tarked matriisin Lagrangen normaali-
muoto on itse asiassa vain kyseisen matriisin spektraalihajotelma.
Normiavaruuden FE lineaarioperaattorin A : E — FE resolventtijoukoksi

maaritelldan

p(A) ={\ € C| (A — )\) on bijektio ja

(A — X)! on rajoitettu lineaarioperaattori},

missd A:lla merkitdén samalla myo0s operaattoria A\l : E — F, joka ker-
too annetun alkion vakiolla A. Operaattorin spektriksi madritelladn jouk-
ko 0(A) = C\p(A). Operaattoriin liitetdén myss sen resolventtioperaattorit
Ra(A) = (A= N,

Luku A voi kuulua spektriin o(A) eri syisté ja spektri jaetaankin erityyp-
pisiin osiin nédiden syiden mukaan. Operaattorin A ominaisarvoiksi maaritel-
144n ne luvut A € C, joille (A — \) ei ole injektio. Niiden muodostamaa osaa
kutsutaan pistespektriksi ja sitd merkitdén o,(A). Pistespektrin kohdalla ku-
vausta (A — \)7! ei voida edes mééritellA.

Lukuja A € o(A)\o,(A), joille pitee (A — \)E = E, kutsutaan A:n jat-
kuvaksi spektriksi o.(A). Talloin (A— \)~! on tosin olemassa, mutta se ei ole
rajoitettu. Jaljelle jadvaa osaa o,.(A) kutsutaan jaanndsspektriksi tai puriste-
spektriksi, koska se puristaa avaruutta kasaan: A € 0,(A) = (A — \)E # E.

Pistespektrin ja jatkuvan spektrin alkioita kutsutaan toisinaan yleiste-

tyikst ominaisarvotkst ja niiden unioni voidaan méaritelld ekvivalentisti:

lzn]l =1 VneZy ja
A€ op(A)Uo(A) & Hap)nez, :

(A = Nz,|| == 0.
Operaattorin spektrid kutsutaan puhtaasti diskreetiksi (diskreetti spektri

on erdis ldhes pistespektriii vastaava spektrin osa), jos joistain operaattorin

ominaisarvoja vastaavista ominaisvektoreista voidaan muodostaa avaruuden

FE kanta.



Téssa esityksessd tarpeeseen tulee lihinné joitain erityistietoja Hilbertin

avaruuden operaattoreiden spektrista.

Lemma 1.4. Olkoon H Hilbertin avaruus ja A : H — H lineaarioperaattori.
(i) Jos A on itseadjungoitu eli (Ax,y) = (x, Ay) Va,y € H, niin

o(A)#£0, o0,(A) CR ja o.(A)=0.

(i1) Jos A on kompakti operaattori, niin A:n spektri koostuu numeroitu-

vasta mdadarasta ominaisarvoja ja lisiksi enintdadn luvusta nolla.

Hyvéna johdatuksena tahén hyvin laajaan aiheeseen toimivat lahteet [Ar],
[Bi] ja [He]. Erityisesti ndistd viimeinen kunnostautuu erittdin selkeini ja

helposti seurattavana esityksena.

1.2 Modulimuodot ja -funktiot

Meromorfista funktiota f : H — H, joka on meromorfinen myd&s pisteessa
z = oo, kutsutaan painoa k olevaksi modulifunktioksi, jos Vv € T',v(z) =
(az+b)/(cz+d) : f(7(2)) = (cz +d)* f(2). Holomorfista (myds, kun z = co)
modulifunktiota kutsutaan tavanomaisesti modulimuodoksi. Modulifunktiota
f, jolle on voimassa limg., . f(2) = 0, kutsutaan kdrkifunktioksi, kdrkimuo-
dot méiritellddn vastaavasti.

Painoa nolla olevia modulifunktioita (eli I-invariantteja funktioita) kut-
sutaan automorfifunktioiksi. Vakiofunktiot ovat Liouvillen lauseen perusteel-
la ainoita automorfisia modulimuotoja. Lisiksi huomataan helposti, ettd nol-
lafunktio on ainoa parittoman painon modulifunktio. Tdmé&n vuoksi tdssi
tekstissd funktioiden paino k oletetaan aina parilliseksi.

Merkitéén painoa k olevien modulimuotojen avaruutta M (T):lla tai ly-
hyesti Mj:1la. Kéarkimuotojen avaruutena pidetaan Si(I'):a tai S:ta.

Maaritellaan avuksi 7/ = {z € C| |z] > 1,|Rz| < 1/2}. Témén jalkeen
médritellddn alueeksi F = F'\(0F N {z € C|RNz < 0}). Tunnetusti F on
tdyden moduliryvhmén I' perusalue. Perusalue on riippuvainen transformaa-
tioryhmaéstd (tissa tekstissd I'), jossa operoidaan. Perusalueen F mitta on

Vol(F) = m/3 Gaussin-Bonnet’n kaavan perusteella.

8



Modulifunktioiden avaruudessa voidaan méairitella Peterssonin sisdtulo

<fl>f2>k:/ffl(z)mykdﬂ(z)a

missd, kuten muuallakin, merkitiin z = x + iy, x,y € R. Vektoriavaruudet
My, ja Si ovat adrellisulotteisia ja niiden ulottuvuuksille on tiedossa helpoh-

kosti todistettavissa oleva yksinkertainen kaava (katso [KK]):

Lause 1.5 (DIMENSIOKAAVA). Olkoon k > 0 parillinen (muulloin dim M, =

dim Sy, = 0). TdllGin on voimassa kaavat

| &£ +1, kunk#2 (mod 12),

dim S, =dim M, — 1, kun k > 4.

Téamén lisdksi S, on Peterssonin sisdtulolla varustettuna Hilbertin ava-

ruus, kuten helposti todetaan muiden L2-avaruuksien tapaan.

1.3 Erikoisfunktiot

Esitellddn oleellisimmat gamma-funktioon liittyvit identiteetit ja kaavat.

Lause 1.6.
VseC: sI'(s)=T(s+1), ja (1.3)
T(s)0(1 - s) = Si]:m, (1.4)
/000 ts et dt = Po([f)’ kun Ra, Rs > 0, (1.5)
Vs e C: 2%7'T(s)[(s+1/2) = /7(2s). (1.6)

Kaavasta (1.4) seuraa valittomésti I'(1/2) = /7. Gamma-funktion lihei-

nen sukulainen on beta-funktio

['(a)0(8)
B(a,p) = ———=,
jolle on voimassa muun muassa seuraava integraaliesitys
o] xa—l
B(Oé,ﬁ) = /0v W dl’, kun %OJ, éﬁﬁ > 0. (17)

9



Sijoittamalla tdhan kaavaan o = 1/2, f = s—1/2, Rs > 1/2 saadaan seuraava

gamma-funktion integraalikaava:
< dx I'(s—1/2)
—_— . 1.
[ e e

Lause 1.7 (STIRLINGIN KAAVA). Kaikilla 6 > 0 alueessa |args| < m— 4 on

voimassa kaava

%). (1.9)

Tastd seuraa erityisesti, ettd vyossi A <o < B, A, B € R on voimassa

logl(s) = (s — %) logs — s+ %log(%r) + O(

F(O’—f—lt) :\/%ta—1/2+it€—(7r/2)t—it+i(7r/2)(0—1/2)(1 + O(l/t)),
IT(0 + it)| =V 2rt? 2= ("/21 4 O(1/1)), (1.10)

kun t — oo.

Maaritelladn yleinen tekijifunktio

de(n)= ) 1

d1,da,...,dx€Z 4
dida--dy,=n

kaikille kokonaisluvuille & > 2 ja yleinen tekijoiden summafunktio

— Z d°
djn
missd s € C. Funktiota d(n) = dy(n) = o¢(n) kutsutaan yleensi yksinkertai-
sesti tekijafunktioksi. Tekijoiden summalle on olemassa Dirichlet’n sarjojen
esitys
o0

cx(n)

os(n) =(¢(1—s) s (1.11)

k=1

kun n > 0 ja Rs < 0. Taméi kaava 1oytyy lihteestda [HW], lause 292. Téssi

cx(n) on Ramanujanin summa

ck(n) =S(n,0;k) = Z* e(%).



Riemannin zeta-funktio ((s) toteuttaa koko kompleksitasossa funktionaaliyh-

talon

s) = 27 L sin(rs -5 -5 :Ws_l/z—F((l—s)/Z) -5
((s) = 27 sin(ms /AT (1-)((1-5) e (e, (112)

Ottamalla huomioon residyn Res(((s), 1) = 1 voidaan téstd johtaa

¢(0) = Iim sin(ms/2)¢(1 — s) _ 1

5—0 T 2

Lisiksi pidetiiéin tunnettuna zeta-funktion erityisarvoa ((2) = 72/6 ja ko-

koarviota suoralla s = 1:

C(1+it) > (log|t])™", kun [t| — oo. (1.13)

Besselin funktiot ovat alun perin saaneet alkunsa Besselin differentiaa-
liyhtéloiden ratkaisuina. Seuraavassa esitetdén niiden teoriaa siind mé&drin
kuin on tarvetta tdmén tekstin puitteissa. Lyhyt ja ytimekés johdanto aihee-
seen 16ytyy kirjasta [Le|, perin tyhjentivia esitystd varten kannattaa tarttua
jarkéleeseen [Wal.

Yleinen Besselin J-funktio (ensimméisen lajin Besselin funktio) voidaan
madritelld kompleksi-integraalina, joka seuraa valittomaéasti J-funktioiden ge-

neroivan funktion suljetusta muodosta:
Maaritelmi 1.8.

1 _
Vv,ze C:  J,(z) = 2—Z_]{ez(t_t DRy, (1.14)
T Je

missd C on jokin kerran origon positiiviseen suuntaan kiertava suljettu tie.

Lemma 1.9. Kaikilla x > 0 ja Rv > —1/2 on voimassa esitys

M= r@l T172) (3) /_1(1 ) eos(ay)dy. - (119)

Kaikilla x > 0 ja 1/2 — Rv < f < 1/2 on voimassa esitys

b I'(n—1/24v) rz\1-2n
o () = 5 /(m r(3/2—n+y)<2> . (1.16)

11



Kaikilla x > 0 ja v > 0 on voimassa

J,(r) < min{1, %

1, (1.17)

missa symboliin < sisdltyvd vakio er ritpu k:sta tai x:std.

Miaaritelma 1.10. Besselin K -funktio K, (muunnettu toisen lajin Besselin
funktio) maaritelldén yleensd paloittain “imaginaarisen argumentin” Besse-
lin funktiona, mutta kiytannollisyyden nimissd madritellidn se téssd erddné

integraaliesityksistain:
(Vv e C)(Vy e C,Ry >0) : K, (y) = / e Vet cosh(vt) dt.
0

Lemma 1.11. Besselin funktiolle K, on voimassa kaikilla v € C ja y > 0

esitys
1

Kuw) = / "0 expl(— (o + ) (1.18)

Besselin funktio K,(y) on v:n kokonainen parillinen funktio, kun Ry > 0.
Se toteuttaa kaikilla kitnnitetyilld v € C asymptoottisen yhtdlon

K,(y) = (1+0(1)) <%>1/2ey, kun y — oo. (1.19)

Kaikilla x € C ja |Rv| < 8 on voimassa

1 T\ 28
Ko(z)=— [ T Mis-v)(5)  ds 1.20
wle) = g | TGt —n(5) as (1.20)
Kaikilla y > 0 ja Rv > 0 on voimassa
00 —2mizy 2178 5_1/2K9_ 2
/ T e = 2T Kaap2my), (1.21)
oo (22 1)8 [(s)

1.4 Mellinin muunnos

Lause 1.12 (MELLININ MUUNNOS). Oletetaan, ettd integraali

/ @)l e
0
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suppenee, kun s € (a,b). Tdlléin on voimassa integraalimuunnospari

/ f(x)z dr,

)= g7 | 19

kun Rs,a € (a,b). Funktio Mf on funktion f Mellinin muunnos. Kaavoja

kutsutaan vastaavasti Mellinin muunnokseksi ja kddnteismuunnokseksi.

Gamma-funktion méaaritelméasti seuraa valittomasti Mellinin kiinteis-

muunnos

= — L(n)t™"d 1.22

missa o > 0.

Lemma 1.13. Oletetaan, etti R(s —v) > 0. TallGin on voimassa Mellinin

muunnos o r
enyy()sldy_2 \/_ ( ) <S+V)

i (s +1/2) (1.23)

ToODISTUS. Sijoitetaan vasemman puolen integraaliin K,:n esitys (1.18) ja
vaihdetaan integroimisjirjestysti. Tuloksesta tunnistetaan beta-funktion in-

tegraaliesitys (1.7) ja lopuksi kiytetddn kahdennuskaavaa (1.6):
/ VR, (y)y iy = 5 / - 1/ ~exp(— y(p”2+p’1/2)2)dydp
0
— 2T / P L )
0

— 25—1F< ) (

O

Erds hyvin tdrked Mellinin muunnoksen sovellus on Perronin kaava ja eri-
tyisesti sen katkaistu versio. Tdmé kaava on piiosassa esimerkiksi alkuluku-
lauseen todistuksessa. Seuraavassa esitettéva versio Perronin kaavasta 16ytyy
lahteesta |Br|, lause 1.4.2.
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Lause 1.14 (KATKAISTU PERRONIN KAAVA). Supetkoon Dirichlet’n sarja

Fls)=Y" aln)

nS

n=1

itseisesti suoralla s = ¢ > 0. Merkitddn lisdksi

1<n<z

missd pilkku summamerkissd tarkoittaa, etta tapauksessa x € 7 luvulla a(x)

on paino 1/2. Olkoon vield

A, = max |a(n)|.
%xﬁnﬁ%x

Tdlléin ehdolla x, T > 2 on voimassa kaava

Alw) = — /+T F(s) ds

21t Jo_ir s
7° o= |a(n)| xlogx
+O<T; - +Ax<1+ - ) . (1.24)
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2 Hyperbolinen Laplacen operaattori

Miiritelliin avaruudeksi L?(F, dp) kaikkien niiden I''m suhteen automorfis-

ten funktioiden f joukko, joille pétee
117 = [ 15G)Pauce) < .

Tunnetusti L?*(F,du) on Hilbertin avaruus Peterssonin sisidtulon suhteen.

Maéritellaédn myos
B*(F) = {f € C™(F) ‘f(y)(z) <y VYA>0,YweZ,, kun z — oo},

missi tavanomaisesti f*) on f:n v:s derivaatta. Témé avaruus sisiltds kaik-
ki monistossa F kompaktisti tuetut funktiot, josta seuraa yksinkertaisella
konstruoinnilla B> (F) = L*(F, dpu).

Lemma 2.1. Laplacen operaattori A on symmetrinen avaruudessa B™(F).
Lisiksi A on positiivinen operaattori eli (Af, f) > 0 kaikilla ei-vakioilla
[ € B2(F).

TobisTus. Olkoon fi, fo € B¥(F) jaFy = FN{z € C| Sz < Y}. Tél-
16in Greenin lausetta (V on normaali euklidinen gradientti), ulkonormaalin

invarianssia ja tietoa fi, fo € B®(F) kiyttien

(Afi, f2) = lim [ Afi(z2) fo(2)dp(z)

Y —o0o Fy
— i . 8f1 |dz]
— Jim /f V() RE) dady — Jim [y RGN
- 2 91 .
= / Vfi(z) -V fa(z) dedy — lim ——(x +1iY) fo(x +1Y)dx
F Y—oo J 172 OY
— [ Vi) VRE) dudy = (11 L)
f
Positiivisuus seuraa tdmén avulla vilittomésti yhtalosta
@ff) = [ 194 dzdy,
f
[
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Seuraus 2.2. Laplacen operaattorin A laajennus sulkeumaan B>(F) =
L3(F,du) on itseadjungoitu ja Nf € L*(F,du) : (Af, f) > 0. Lisdiksi on
voimassa o(A) C R.

Tobistus. Ensimmaiset kaksi viitettd seuraavat lemmasta valittémaésti yk-
sinkertaisella jonotarkastelulla. Kolmas viite saadaan lemmasta 1.4 kdytta-
miélld hyviksi A:n positiivisuutta. Kyseisen lemman mukaan o,.(A) = (), joten

A:n spektri koostuu pelkisté yleistetyistd ominaisarvoista. Toisin sanoen
s €0(A) & 3(fadez, : 1 full =1V € Zy ja lim ||(A —s)f,ll = 0.

Tehd&ddn vastaoletus s € o(A) ja s # 0. Valitaan funktio f : ||f]| = 1,
(A = s)f|l < |Ss| ja kiytetddn Cauchyn-Schwarzin epdyhtaloa:

Ss| < (Af, ) = sl fII?

= [(a=95n] A =9)71-17] < 19|

Viite seuraa tasta ristiriidasta. O

2.1 Maassin aaltomuodot

Lause 2.3. Olkoon f € C*(F) N L*(F,du) ja Af = (1/4+ &) f, Sk > 0.
Jos k =1/2, niin f on vakiofunktio. Jos taas k # /2, niin Vz € H

F(z) =y p(n)Kix(2x|n|y)e(nz),
n#0

missd luvut p(n) ovat joitain kompleksilukuja. Taten myés f € B¥(F). Jos

Kk#1/2, niin k € R ja k > +/37%/2 —1/4 > 3,815.

TobisTus. Todistus sivuutetaan, katso |[Mo|, lemma 1.4. Ideana siind on
huomata, ettid f:n Fourier-kertoimet toteuttavat ehdon Af = (1/4 + x?)f
perusteella tietyn Besselin differentiaaliyhtélon, minké jélkeen jéljelld on endé

muutamia teknisia viilauksia.

Jatkossa esitettiva spektraalilause sanoo, ettd edellisessé lauseessa esi-
tellyt A:n ominaisarvot A = 1/4 + % # 0 muodostavat vilin [372/2, 00)

diskreetin lukujoukon. Myéhemmin huomataan myds, ettd tdmé joukko on
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adreton. Niinpd ndmé luvut A\ voidaankin numeroida kasvavassa jérjestykses-
sd N =1/4+ H;?, J € Z4. Jokaista ominaisarvoa \; kohden valitaan jokin ky-
seisen ominaisavaruuden alkio v;, jolle ||1);|| = 1. N&itd funktioita kutsutaan
Maassin aaltomuodoikst tai Maassin muodoiksi. Edellisen lauseen perusteella

Maassin muodoilla on esitys

Ui(2) = y'* Y pi(n) Kiw, (2 [n]y)e(ni). (2.1)
n#0

Kertoimia p;(n) kutsutaan Maassin-Fourierin kertoimiksi.

Lemma 2.4. Maassin muodot ovat ortogonaalisia ja siis {1; | j € Z4} on

ortonormaali systeems.

TobisTus. Operaattori A on B (F):ssd symmetrinen, joten mielivaltaisilla
j7 jU € Z+:

(>‘j - )‘j0)<d}j7¢jo> = <)‘jwjvz/}j0> - <z/}j7 Ajoz/}j0> = <ij7 wj0> - <wj7 ij0> = 0.

O

2.2 Spektraalilause

Spektraaliteorian ideana on selittda jonkin operaattorin T : F — F (E, F
Banachin avaruuksia) kiyttdytyminen sen spektrin avulla. Yleisessd spekt-
raaliteoriassa tulosta, joka méirittad operaattorin spektrin, kutsutaan spekt-
raalilauseeksi. Téllaisesta lauseesta seuraa myos aina lihtoavaruuden raken-
teelle hajotelma, jossa esiintyvét spektrin eri osat.

Edellisessd osiossa valittiin Laplacen operaattorin pistespektrid vastaa-
van aliavaruuden kannaksi Maassin muotojen ortonormaali joukko. Jos F
olisi kompakti hyperbolisessa metriikassa tai A olisi kompakti operaattori,
tadma riittdisikin, silld lemman 1.4 mukaan Hilbertin avaruuden kompaktin
operaattorin spektri koostuu pistespektrin lisiksi enintddn luvusta nolla.

Néin ei kuitenkaan ole kirjen z = oo vuoksi, joten myds muut spektrin
osat on tutkittava. Itseadjungoituna Hilbertin avaruuden operaattorina A:n

jaannosspektri on tyhja joukko, joten riittad tutkia endd jatkuvaa spektrii.
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Keskeisend asiana jatkuvan spektrin tutkimisessa ovat erityiset seuraavas-
sa luvussa médriteltidvit automorfiset Eisensteinin sarjat F(z, s). Erikoista
on, ettd huolimatta tarkeydestién jatkuvan spektrin kannalta, Eisensteinin
sarjat ovat itse A:n ominaisfunktioita. Niilld ei kuitenkaan ole dérellistd nor-
mia eivitkii ne titen kuulu avaruuteen L?(F,dp). Ratkaisuna tihéin onkin
siirtyd tutkimaan niin kutsuttuja epitiydellisid Eisensteinin sarjoja, joiden
tuki on kompakti.

Voidaan todistaa melko helposti (katso [IK]), ettd nédiden epétédydellisten
Eisensteinin sarjojen generoiman avaruuden ortogonaalikomplementti ava-
ruudessa L?(F,du) on automorfisten kiirkimuotojen muodostama avaruus
L:(F,dp). Liséiksi voidaan todistaa, ettd Laplacen operaattorin kiiéinteisope-
raattori on kompakti operaattori avaruudessa Lg(F, du). Operaattoriteorian
perusteella tdsti seuraa, ettd Laplacen operaattorin spektri on puhtaasti dis-
kreetti L3(F,du):ssa ja sen ominaisfunktiot generoivat timén avaruuden.

Néin on pikaisesti perusteltu seuraava

Lause 2.5 (LAPLACEN OPERAATTORIN SPEKTRAALILAUSE). Merkitddn
D:lld Maassin aaltomuotojen generoimaa vektoriavaruutta ja €:lld epditay-

dellisten Eisensteinin sarjojen vektoriavaruutta

{1m1/meE@Jm+wwﬁ p € 1(0,00) },

T—o00

missi raja-arvo lasketaan avarvudessa L*(F,dpu).
Automorfisten funktioiden avaruudelle L*(F,du) on voimassa Laplacen

operaattorin spektraalihajotelma
L(F,dp) =CoD o ¢,

Laplacen operaattorin A rajoittuman A|pe(r) pistespektri on diskreetti
lukujoukko.
Madritelldin 1o € L*(F,du),Vz € H : () =Vol(F)~Y/? = (3/7)"/2,

Olkoon lisdkst

Y-

E(t, f)= lim ; f(2)E(z,1/2 —it)du(z),

18



missi raja-arvo lasketaan avaruudessa L*(0,00). Jokainen f € L*(F,du)

voidaan esittad spektraalihajotelmana:
f= Zf%%+—/€mNWM%%W
J=0 0

Tastd seuraa Parsevalin kaava

<mm=§mwﬂm@+%é £t fEG F)dt. (2.2

TobisTus. Todistus sivuutetaan, katso [Mol, s. 13-39. Operaattoriteoriaa
hyviksi kiyttava lyhyempi ja teoriaa paremmin valaiseva todistus téille 16ytyy
kirjasta [Iwl]. Kirja [IK] tarjoaa téstd todistuksesta hyvin esittelyn, joka

tarjoaa pikaisen katsauksen alla piilevddn teoriaan.
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3 Poincarén sarjat

Automorfiset Maassin muodot méaériteltiin jo edellisessd luvussa, mutta il-
man mitdin selkedd tietoa niiden Maassin-Fourierin kertoimista p;(n). Jotta
spektraalilausetta voitaisiin kunnolla hyédyntia, tarvitsemme jonkin ekspli-
siittisesti méaritellyn automorfifunktion, jota kéasitelld. Funktion automorfi-
suus liittyy sen muuntumiseen ryhmén I' alkioiden vaikutuksesta. Kuten ryh-
maéteoriassa usein, tdtdkin muuntumista voidaan hallita ottamalla keskiarvo

kaikista mahdollisista eri muunnostyypeista.

Maaritelma 3.1. Kaikilla m € N mééritellddn ensin symbolisesti Poincarén
sarja
Pu(z,5) = Y (37(2)%e(my(2)), =z €H, Rs > 1,
YET o \I'
missd summattaessa v kiy lapi jonkin sivuluokkien edustajiston. Erityisesti

méadaritelldadn Fisensteinin sarjat

E(z,s) = Py(z,s) = Z (3v(2))°, ze€H, Rs> 1.

YET o \I'

Vilittoméasti huomataan, ettd Poincarén sarjan summattavat termit eivét
riipu suoraan y:sta, vaan pelkistddn sen sivuluokasta. Téastd seuraa myo6s
P,.(z, s)m l-automorfisuus z:n suhteen.

Jotta todellakin olisimme 16ytéaneet eksplisiittisen automorfifunktion, ky-
seisen funktion tulee olla ylipddtdan darellisenéd olemassa. Téméan osoittamis-
ta varten merkitddn ensinndkin v,n € I' : v(2) = (az +0)/(lz+ h), n(z) =
(dz+V)/(I'z+ k'), [,I' > 0, jolloin helposti saadaan

M ETw e I =Ihe (I=1jah="N)tainy €l

ehdon syt(l,h) = syt(’, ') = 1 avulla. Tamén lisdksi

a 1 .

Siispd Poincarén sarja voidaan hajottaa seuraavasti merkittdessi z = x + iy
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jah=h"" (mod I):

Sy _9s_(mh 2rmi
Pu(z,5) = y'e(mz) +y5;h;w i+ e (52 ) exp (- %)

(hl)=1
0o l mﬁ
= y’e(mz) +y° Z [~ Z €(T>
I=1

h=1
(h)=1

X Z |z + h/l+n| > exp ( —

n=—oo

2rma ) . (3.2)

2(z + h/l+n)

Kayttamalld sisimpidn summaan Poissonin summakaavaa, poistamalla inte-
grandista sijoituksin x:n ja h:n vaikutukset ja lopuksi vaihtamalla summaus-

jirjestystéd saavutaan lopulta muotoon

o0

=1
Pulz8) =y'e(mz) +y' = Y e(nx) Y 55:5(m,ni)
=1

n=—oo

o , 2mm s
X /OO exp ( — 2Tnypi — m) (1+ p*)~*dp. (3.3)

Summausjarjestyksen vaihdon laillisuus tédssi voidaan todeta siirtamalld in-
tegrointi tielle Sp = —sgn(n)/2, jolloin ongelmallisen n-summan kiyttéyty-
minen selkenee ja summan itseinen suppeneminen tulee ilmi.

Esitetdin vield jatkossa tarvittava lause Eisensteinin sarjojen teoriasta.

Lause 3.2. Eisensteinin sarja E(z,s) on s:n suhteen meromorfinen koko

kompleksitasossa kaikilla z € H. Sille on voimassa esitys

E(z,8) =y*+ pr(s)y'™*

+F(S)§(25);| | 1-2s([n)) K122 |nly)e(na),  (3.4)

B 7TF(S —1/2)¢(2s — 1) _ 7270 (1 = 8)¢(2 — 2s)
Pr(s) = VI (5 (2s) T)C(2s)

Lisiksi E(z,s) on s:n suhteen sidnnollinen alueessa Rs > 1/2 lukuun otta-

matta yksinkertaista napaa pisteessid s = 1. Residy tdssd pisteessd on 3/m.
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Fisensteinin sarja toteuttaa myds funktionaaliyhtdlot

E(Z’ S) = ¢F<S)E(zv 1—- 5) Jja
AE(z,s5) = s(1 —s)E(z,s).

ToODISTUS. Sijoitetaan yhtaloon (3.3) m = 0 ja otetaan termi n = 0 erilleen.
Esitys (3.4) seuraa téstd arvoille Rs > 1, kun tapauksessa n = 0 kdytetdin
kaavoja (1.8) ja (1.12) ja muutoin kaavoja (1.21) ja (1.11).

Esityksesta (3.4) ja asymptoottisesta kaavasta (1.19) seuraa myos vilitto-
miésti funktion f(s) = E(z,s) analyyttinen jatko meromorfifunktioksi koko
kompleksitasoon.

Esityksen (3.4) termi ¢r(s)y'™* tuottaa Eisensteinin sarjalle yksinkertai-
sen navan pisteeseen s = 1, jossa residyksi saadaan

m(s—1)¢(2s—1) 3

Res(E(z,s),s =1) = ngr% 26 ==

Ensimmaéinen funktionaaliyhtiloisté seuraa, kun kaavaan (3.4) sijoitetaan
s = 1 — k seké kiytetddn Besselin K-funktion parillisuutta ja zeta-funktion
funktionaaliyht&loa (1.12).

Toinen differentiaaliyhtélo osoitetaan todeksi huomaamalla, ettd Laplacen

operaattorin I'-invarianssin perusteella

A((S7(2))°) = s(1 = 5)(37(2))°

ja kiyttamalla tatéd tietoa F(z, s):n maaritelméén. O

3.1 Rankinin-Selbergin levitysmenetelma

Koko tdmin esityksen erdéna péditavoitteena on saada lisdtietoa Maassin-
Fourierin kertoimista p;(n). Ne vaikuttavat varmastikin jotenkin kahden au-
tomorfifunktion sisdtuloon, kun tdma sisdtulo lasketaan Parsevalin kaavan
(2.2) avulla. Jotta téstd huomiosta hyodyttaisiin, pitdd sama sisétulo saada
esitettyd myos jollain muulla tavalla.

Niinpa seuraavissa kahdessa osiossa keskitytadnkin esittaméén Poincarén

sarjojen sisdtulo kahdella eri tavalla. Ensin tdméa tehddan erityiselld Rankinin-
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Selbergin levitysmenetelmalld, joka hyodyntaé niiden funktioiden automorfi-
suutta ja tietoa I':n alkioiden toiminnasta H:ssa. Toisessa vaiheessa sama si-
siatulo lasketaan Parsevalin kaavan (2.2) avulla. Myohemmissé luvuissa néis-
td vaiheista seuraavaa yhtdlod hyodynnetdan sieventadmalld sitd erindisten
erityisoletusten vallitessa.

Kaavaa (3.3) katsottaessa voidaan arvella, ettd Kloostermanin summat
tulevat esiintyméan myos Poincarén sarjojen sisatulon kaavassa. Néin tulee-
kin kiiyméan ja juuri tdméin vuoksi ldhes kaikki spektraaliteoriaan liittyvi

teoria on lapikyllastetty Kloostermanin summilla.
Lemma 3.3. Olkoon m,n € Z,, a > 0 sekd
Rso + a > RNs; > o+ 3/4.

Maddritelldan lisdksi

W (s 51, 52) = 1 /(’) L(n)T(n+ 52 — s1) (f) —277d77.

270 Jay T(n + 52)T (51 — 1) \2

Tdlloin Poincarén sarjojen sisdtulolle on voimassa esitys

(P(+,81), Po(+,52)) = Omanl' (51 + 59 — 1)(47rm)1*51*82

+ 22(1*82)7T81*82+1n81782r<81 + 89 — 1)
- 4
X Zl_QslS(m,n; l)W(TW\/mn; 51, 82). (3.5)
=1
TonisTUS. Ensiksi etsitééin ehdot, joilla P,(z,s) € L*(F,du). Weilin rajas-
ta (1.2) seuraa kaksoissumman (3.3) itseinen suppeneminen, kunhan $s >

3/4jam > 1. Tallgin P, (z, s) on s:n sdannollinen funktio ja sille patee F:ssé
arvio P, (z,s) < y'~%. Titen

Rs > 3/4jam > 1= Pp(z,s) € L*(F,du). (3.6)

Valitaan nyt f € L*(F,du) ja Rs > 1,m > 1. P,,(z, s):n kokoarviosta ja f:n
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automorfisuudesta saadaan:

Pl = S / fz se(—m(2))du(z)

YEL\I

= 3 | 1 d-mE)n(:)

YET o\ V(F)

1/2
/ / (—mz)y* dxdy. (3.7)
1/2

Vaiheessa * tehdyn summauksen ja integroinnin jérjestyksen vaihdon oi-
keellisuus voidaan tarkistaa Fubinin-Tonellin lausetta, hajotelmaa (3.1) ja
Cauchyn-Schwarzin epayhtalod kiayttamalla. Laskussa (3.7) tapahtuvaa pe-
rusalueen peilausta kutsutaan Rankinin-Selbergin levitysmenetelmdksi (engl.
Rankin-Selberg unfolding method).

Erityisesti nyt ehdolla 01,0, > 1, 0; = ¥s;

(P(+,81), Pu(+,52)) / / (2,51)e(—nZ)y*2 2dxdy =
~1/2

6m,nr(31 + S9 — 1)(47‘(’771)1731752 _|_/ y8275171 Z
0 =

2o S(m,n;l)

o 2rm dp
X -2 1+4+1ip) — - dy. 3.8
/_oo P ( my(L+ i) Py(l — w)) T+ (38)

Jotta suppeneminen téissi olisi itseistd, lisatdan vield vaatimus o9 > o1 > 1.

Vaihtamalla integrointien ja summauksen jirjestystd saadaan (3.8):n toiseksi

termiksi

o0 1 0
Z [2s1 S(m,n;1) / (1+ p2)781Y52*81 (p;m,n, )dp,
=1 —00

missa

> 2mm
Y., (p;m,n,l :/ y“’_lexp<—27rny 14ip ——,)dy.
( ) 0 ( ) Py(1 —ip)
Kéyttdmalla Mellinin kd&nteismuunnosta (1.22) seuraa tésté
1

Vo(prm,n 1) = 5 / g exp(—2mny(1 + ip))

2mm -
X )| =——— dndy,
/(a) ( )(l2y(1 - zp))
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missi vaaditaan « > 0 ja |arg(l —ip)| < 7/2, jotta muunnos olisi olemassa.
Kaksoisintegraali tdssd suppenee itseisesti, jos fw > —a. Tehdéddn lisaksi
vield rajoitus |arg(l + ip)| < 7/2, jolloin integrointijirjestysta vaihtamalla

ja kaavaa (1.5) kiyttaméalla seuraa helposti

Y, (p;m,n,l) = L,(an)“/()F(U)F(n+w>(2_7r\/m)—2n((l—@'p)n i

2mi [ 1+ ip)mte

Nyt siis oletuksella o + 09 — 07 > 0 saadaan
/ (14 p*) " Yeyes, (p;m, n, Ddp =

2 ~2 (1 — jp)1—
U ) (1 —1ip) dndp.

1 oo

— (27n)5 2 T(nT _ (_1/ Sl
27TZ( Wn) /—oo /(Oé) (n) (n i > Sl) l mn (1 + ip>n+82
Kéyttamalld Stirlingin kaavaa (1.10) viimeinen integrandi on |n|mn ja |p|:n

ollessa suuria
< |p|7 7 |pPem it exp (= wln| + (Sn)(arg(1 4 ip) — arg(1 —ip)))
< |p|= 7 P exp(—[nl/] o).

Siispd ehdolla o — o1 + 1/2 < 0 integrointijirjestystd voidaan jilleen vaihtaa.

Nyt voidaankin kiyttdd erdstd gamma-funktioon liittyvaa kaavaa:

/OO du 27 I'z4+y—1)

o (a+iu)*(b—iu)?  (a+b)*rv—1 T(x)(y) '
kun Rz > 0 ja R(z +y) > 1 (katso [Ni] s. 158). Téaten p-integraali on yhté

kuin

2 C(sy 4+ s2— 1)
2514521 D) 4 59)T(s1 — 1)
miké todistaa lemman. O

3.2 Parsevalin kaava

Toisena tapana laskea Poincarén sarjojen sisdtulo esitellddn téssé osiossa Par-
sevalin kaavan (2.2) kiytto. Télldkin kertaa tarkkoja laskuja varten tarvitaan
levitysmenetelméd, jolla vaikeiden integraalien kohdalla muuttujan z reaali-
ja imaginaariosa saadaan eroteltua kahdeksi helposti erikseen kisiteltaviksi

kokonaisuudeksi.
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Lemma 3.4. Olkoon m,n € Z, Rs1, Rse > 3/4 ja mddritellaan lisiksi
O(s1,82;7) =T (s1—1/2+r)'(sy —1/2—ir)['(se —1/2+ir)['(se —1/2 —1ir).
Talloin Poincarén sarjojen sisdatulolle on voimassa spektraalihajotelma

n \ (s1—s2)/2
) X

<Pm(’ 81)’ P”(’ 5» = m(llﬂ'\/%)lslsz (E

(iﬂj(m)pj(n)@(sh 531 K;)
j= /:: Tair (M) 025 (n) cosh(m1)O(s1, s9:7) dr)'

(mn)7|¢(1 + 2ir)[?

—~

_|_

3 |

(3.9)

TopisTus. Ehdon 3.6 mukaan P, (z,s) € L*(F,du), kun Rs > 3/4. Kéyt-
tamélla Parsevalin kaavaa (2.2) saadaan

oo

<Pm(7 31)7 Pn(a5)> = Z(Pm<7 31)7 ¢J><Pn(73_2)7 ¢J>

J=0

]. & /. 7 —\\
+E/_oog(r,Pm(~,51))8(T,Pn(~,32))dr. (3.10)

Levitysmenetelmésti saatu (3.7) antaa

oo  prl1/2

Pl = [ [ elmz)dady,

0o J-1/2

kun Rs > 1. Erityisesti siis (P, (-, s), %) = 0. Muille arvoille j > 1 kiytetaén
;i esitystd (2.1) ja Mellinin muunnosta (1.23):

(Pl ), 155) = / g2 S G K (2 nly)

n#0

1/2

e((m—n)x)dxd

< [ cllm = maddy

= Cmm) ) [ ()

s —1/2+ir;)I'(s — 1/2 —ik;)

I'(s) ‘
(3.11)

= VR (dmm) 2y )
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Samalla lailla kaavoja (3.7), (3.4) ja (1.23) kiyttden saadaan

/me(z,s) (2,1/2 —ir)du(z / /1/2 E(2,1/2 —ir)e(mz)y* 2dxzdy

1/2

227 T gy () 5
— w - wmyK_W 2 5— 3/2d
T(1/2 — ir)C(1 — 2ir) /0 (2mmy)y™ = dy
27T1/2—i7'm—i7'02ir(m)

T T(1/2 —ir)C(1 — 2ir

)(27rm)1/2_5 / e FK i, (k)k*732dk
0

_ 92-2s 1/2—s—ir I'(s —1/24ir)I'(s —1/2 —ir)
= 2 mlmm) e o (m) T(s)T(1/2 — ir)C(1 — 2ir)

kun Rs > 1 jar € R. Viimeinen esitysmuoto edelld kuuluu Stirlingin kaa-

van ja arvion (1.13) perusteella avaruuteen L?*(0,00) (muuttujan r suhteen).
Poincarén sarja P, (-, s) on kdrkifunktio, joten tarkastelemalla E(z,1/2—ir):m
Fourier-kehitelm#i (3.4) huomataan, ettd riippumatta s:n ja erityisesti r:n
arvoista P, (z,s)E(z,1/2 —ir) — 0 eksponentiaalisesti, kun y — oco. Tédméi
riittdé todistamaan L?(0, oo)-suppenemisen seuraavassa laskussa:
E(ryPu(-,s)) = Ylim Po(z,8)E(z,1/2 —ir)du(z)
= / Po(z,8)E(z,1/2 —ir)du(z)
F

_ 92-2s 1/2—s—ir I(s—1/24ir)'(s — 1/2 —ir)
= 2w ) 0 () R = e = 2in)

Tamén yhtalon, sisdtulojen (3.11) ja yhtdlon (P, (-, s), %) = 0 molem-

mat puolet ovat holomorfisia, kun Rs > 3/4. Yhtdlot ovat siis analyytti-
sen jatkamisen perusteella myds tilloin voimassa. Sijoittamalla ndmé yhtalot
Parsevalin kaavaan (3.10) ja tekijoita jarjesteleméilld saadaan lemman viite
todistetuksi. O

Kaavasta (3.9) on helppoa erotella termit, jotka ovat saaneet alkunsa
Laplacen operaattorin spektrin pisteittiisestd tai jatkuvasta osasta. Sama
erottelu tavataan kaikissa taméan esityksen my6hemmissikin kaavoissa. Téal-
16in esiin astuu levitysmenetelmén kautta myo6s kolmas osa, joka liittyy voi-

makkaasti Kloostermanin summien summaan.
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4 Holomorfiset karkimuodot

Holomorfisten kiirkimuotojen avaruus Sy on L?(F, du):n tavoin Hilbertin ava-
ruus. Toisena yhteisené elementtind néilla on riippuvuus ryhméstéi I'. Ei ole-
kaan siis ihme, ettd edellisen luvun tekniikat, Rankinin-Selbergin levitysme-
netelmén ja Parsevalin kaavan hyédyntdminen, toimivat myos holomorfisten
kirkimuotojen tapauksessa. Tapaukset ovat niin pitkille analogiset, etta jo-
pa Kloostermanin summien summat esiintyvat niissé molemmissa. Vieldpa
niin, ettd tdtd holomorfisuuden rajat ylittdvad Kloostermanin summien sil-
taa kiyttien saadaan osiossa 5.2 yhteys holomorfisten kirkimuotojen Fourier-

kerrointen ja Maassin muotojen Maassin-Fourierin kertoimien vilille.

Tavoitteena on esittad edellisen luvun tavoin Poincarén sarjojen holomor-
fisten vastineiden sisdtulo kahdella eri tavalla: levitysmenetelmalld ja Parse-
valin kaavan avulla. Tuloksena tdstd saadaan jalkiesitys tasoitetulle Kloos-

termanin summien summalle, mitd tullaan myShemmin tarvitsemaan.

Merkitddan J(k) = dim Sy ja kiinnitetddn Sy:lle jokin ortonormaali kanta
{Yjr | 1 <j <9Y(k)}. Kannan alkioille kiinnitetddn normalisoidut Fourier-

esitykset

Yin(2) = D piw(m)nVe(nz). (4.1)

Taté esitystd kutsutaan normalisoiduksi, koska kirkimuotojen tavanomaisten

Fourier-kertoimien yleinen kokoluokka on n(+~1/2,

Huomautus 4.1. Yleensi kirkimuotojen avaruuden kantana pidetdén niin
sanottuja Hecken muotoja, koska niiden Fourier-kertoimet ovat multiplika-
tiivisia ja niiden madrdaamiat Hecken operaattorien ominaisarvot ovat koko
avaruuden rakenteen kannalta keskeisid. Lisdksi P. Deligne on todistanut, et-
ta "primitiivisten” Hecken muotojen Fourier-kertoimille Af(n) on voimassa
vahva versio Ramanujanin-Peterssonin otaksumasta: |Af(n)| < d(n)n*=1/2,

Hecken operaattorien teoriaa varten katso [Ap|, [KK]|, [Ma] tai [Iw2].

Mairitelmi 4.2. Otetaan kidyttoon merkinté j(v,z) = cz + d, missd v €
[, v(2) = (az+b)/(cz+d) ja z € H. Maaritelladn kaikille m € N ja parillisille
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k > 4 holomorfinen Poincarén sarja

Un(z,k) = Y jly.2)Fe(m(2)).

Y€l \I!
Funktiota Uy(z, k) = E(z, k) kutsutaan holomorfiseksi Eisensteinin sarjaksi.

Namaé funktiot ovat ldheisia sukulaisia automorfisille Poincarén sarjoille,
koska Svy(z) = Sz/|j(7, 2)|?. Funktioista U,, puuttuva kerroin 3z aiheut-
taa sen, ettd kyseiset funktiot ovat modulaarisia painolla k, kuten helposti
huomataan.

Téstd yhtaldisyydestd johtuen U, (z, k):lle saadaan johdettua Fourier-
esitys samalla lailla kuin paiadyttiin yhtaloon (3.3):

[e.9] [e.9]

Un(z, k) = e(mz) + Z e(nz) Z I7%S(m,n;1)
n=-—o0o =1
X /_Oo exp < —2min(p + iy) — %) (p+ iy) *dp.

Talla kertaa tdméan lausekkeen muokkausta voidaan kuitenkin jatkaa. Siir-
tamalld integrointi suoralle Sp = oo huomataan, ettd integraali katoaa, kun
n < 0. Arvoilla n > 1 integrointi siirretdan suoralle Sp = —o0o, jolloin jaljelle
jad residyn laskeminen pisteessid p = —iy. [lmeisin muutoksin ja méiritelmén
(1.14) avulla integraalin arvoksi saadaan

21 *
j{ exp ( — 2minz — mm)Z_de =

12z

—C
N e e [ Y

(i) (),

missd C merkitsee jotain origon kertaalleen positiiviseen suuntaan kiertavaé
suljettua tietd ja kohdassa * tehdddn sijoitus —ilzy/n/m = s. Siispa

Up(z, k) = e(mz) + (=1)"22gm1-7/2 Z nFD2q (K)e(nz),  (4.2)

n=1

missd Fourier-kertoimilla on esitys

o (F) = 3 780m,m gy (/). (43)
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Arvion (1.17) perusteella timé viimeinen sarja suppenee itseisesti, kun
k > 2, joten esitys (4.2) voidaan ottaa uudeksi U, (z, k):n méaaritelméksi
parillisille £ > 2. U,,(z, k):n Fourier-sarjasta huomataan myos, ettd ndma
funktiot ovat (painon k) kidrkimuotoja, kun m # 0 ja k > 4. Sama pitee
tapaukselle £ = 2, mutta timé osoitetaan todeksi mychemmin. Eisensteinin
sarjat E(z, k) sen sijaan eiviit ole kirkimuotoja.

Tunnetusti So(I") on nolla-avaruus (M, (I') = C), joten sijoittamalla kaa-
vaan (4.2) arvo k = 2 saadaan eriskummallinen esitys luvulle nolla.

Seuraavaksi ¢, ,(k):lle lasketaan toinen esitys kiiyttden hyviksi levitys-

menetelmdd ja Parsevalin kaavaa.

Lause 4.3 (PETERSSONIN JALKIKAAVA). Olkoon pji(n) kuten yhtdlossd
(4.1). Kaikille m,n € Z ja parillisille k > 2 on voimassa

O(k)

5777, n
P Z Pk (m)pj( (4.4)

2

k) = (FD71 4 (1)

missi a(k) = 2172k =R=1D (k).

TobisTus. Aivan samoin kuin automorfisten Poincarén sarjojen kohdalla,

saadaan laskettua sisatulo

1/2 dy
Un( = / / 2)dr—"—, 4.5
< L 1/2 y2=k (4.5)

kun f € Si ja k > 4. Lasketaan tdméan avulla (U, (-, k), U, (-, k)) seki suo-
raan ettd toisaalta myos Parsevalin kaavaa

9(k)

<Um(7 k)? UH('? k»k = Z<Um(7 k)v wj,k>k<Un('7 k)v wj,k>k

j=1

kiayttamalla. Viite tapauksessa k > 4 seuraa tastd hyvin pikaisesti.
Valitaan nyt k = 2. Koska Sy on nolla-avaruus, riittdd osoittaa ¢, ,(2) =

Om.n/(2m). Méadritellddn apufunktio

Un(2:28) = > i(7:2)2li(y, 2)[ *e(my(2)),

YEL s \I'
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joka on olemassa, kun Rs > 0 (avataan summa samoin kuin (3.2):n ensim-

méisessd vaiheessa). Sille saadaan jo tutulla tavalla Fourier-esitys

Un(2,2;5) = e(mz) + Z 2% Z S(m,n;l)e(nz)

n=—oo

o 2mim
2 2\— . . . N—2
X + ¥ ex (—271’271 +1 —+) +1 dp.
/oo(p y°) " exp (p+1y) E(p+iy) (p+1y)“dp
Siirtdmalla integrointi tielle Sp = —ysgn(n)/2 saadaan tarkistettua, ettd

integraalille on tasaisesti alueessa Rs > —1/2 voimassa yliraja O(e3™),
kun n < 0 ja O(e™¥), kun n > 0. Ottaen huomioon vielda Weilin rajan
(1.2) ndhdéén, ettd U,,(z,2;s) on s:n sdannollinen funktio, kun fs > —1/4.
Lisdksi limg .o Up(2,2;8) = Upn(z,2) Fourier-esityksen perusteella. Suoraan

Unm(z,2; s)m médritelmii kiyttden saadaan

Un(7(2),258) = (7, 2)[i (7, 2) | Un(2, 25 5).

Téasta yhtilostd ja médritelméstd (4.2) seuraa, ettd Up,(z,2) on painon 2
kirkimuoto ja téten nollafunktio. Nyt tavoiteltu yht&lo g, . (k) = 0mn/(27)

seuraa suoraan samaisesta U,,(z,2):n mééritelméstd (4.2). O

Huomautus 4.4. Lauseen kaavaa (4.4) kutsutaan yleensé Peterssonin jilki-
kaavaksi. Siiné tulee esille hyvin avaruuden alkion jiljen kannasta riippumat-
tomuus, funktioita 1;;:han ei mééritelty sen tarkemmin. Peterssonin jélki-
kaava esittda holomorfisten kirkimuotojen Fourier-kertoimet Kloostermanin
summien avulla. Kuten seuraavassa luvussa huomataan, Maassin aaltomuo-

tojen kohdalla on olemassa vastaavanlainen yhteys.

Holomorfiset Poincarén sarjat Uy, (z, k) méaariteltiin kaikilla & > 4 kaikille
m > 1. Kuitenkin avaruus S on dérellisulotteinen, joten ndiden funktioiden

vililld on runsaasti lineaarisia yhteyksii. Itse asiassa on voimassa

Lause 4.5. Holomorfiset Poincarén sarjat U, (z, k), m > 1 generoivat koko

avaruuden Sy, kun k > 2.

TobisTus. Tapaus k = 2 on triviaali, joten voidaan olettaa k£ > 4. Valitaan

mielivaltainen f € My,

F(z) =) as(n)e(nz).

n=0
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Talloin sisdtulo (4.5) voidaan laskea eksaktisti. Tulos muistuttaa voimak-

kaasti automorfisille Poincarén sarjoille laskettua kaavaa (3.11):

oo [1/2
Uy = [ ] seetmzin gl

0 0o 1/2
= Z ar(n) / yk262”("+m)ydy/ e((n —m)z)dx
= 0 —1/2
(k- 1)
(4rm)k—1 ay(m)

Téasté kaavasta huomataan, etté ainoa kaikkia holomorfisia Poincarén sarjoja
vasten kohtisuora kirkimuoto on nollafunktio. Muita vakiofunktioita vasten
Poincarén sarjat ovat kohtisuoria. Téten Poincarén sarjojen generoima Si:n
aliavaruus 9 on tihed: P = Sj. Itse S;, on #irellisulotteinen, joten sen kaikki
aliavaruudet ovat suljettuja ja siis Sy = *P. U
Huomautus 4.6. My6s Eisensteinin sarjoilla E(z, k) on oma erityisaseman-
sa modulimuotojen keskuudessa. Jokainen modulimuoto (painosta riippu-
matta) voidaan nimittdin esittdd jonain funktioiden FE(z,4) ja E(z,6) po-

lynomina.
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5 Spektraalihajotelmia

Edellisessd luvussa Kloostermanin summien summa gy, (k) onnistuttiin esit-
tamaan avaruuden S} ortonormaalin kannan avulla uudessa muodossa. Ava-
ruuden Sj ortonormaalia hajotelmaa vastaava automorfifunktioiden spekt-
raalilause 2.5 tarjoaa samanlaisen asetelman, jossa samankaltaiset Klooster-
manin summien summat pystytiin esittiméin Laplacen operaattorin spekt-

rin mukaan hajotettuina.

5.1 Jalkikaava

Téssd osiossa on tavoitteena 16ytad Peterssonin jilkikaavalle Maassin muoto-
jen vastine, joka yhdistéisi spektrin osat Kloostermanin summien summaan.
Tassédkin jalkikaavassa tulee lisdksi esiintymédn diagonaalitermi, joka vastaa
erikoistapausta m = n. Vastoin kuin holomorfisessa tapauksessa, nyt pistes-
pektrid vastaavia Maassin muotoja onkin ddreton médrd (vertaa dérelliseen
Y(k):hon). Téastd seuraa tiettyjd suppenemisongelmia, joita varten tarvitaan

kokoarvio Maassin-Fourierin kertoimien summalle.

Lemma 5.1. Olkoon luvut p;(n) Maassin-Fourierin kertoimia esityksen (2.1)

tavoin. Nuille on voimassa tasaisesti kaikillan > 1, K > 2, > 0:

2
, 1
2: M:—2K2+O(KlogK+Kn€+nl/2+€)- (5.1)
A= cosh(mk;)

TobisTus. Todistus sivuutetaan, silld se on pitkdhko eiké sité tissé tekstissa
péddosin tarvita muuhun kuin suppenemistarkistuksiin. Todistus 16ytyy Kuz-
netsovin alkuperiisesté artikkelista [Ku|. Tarkempi arvio n:n suhteen 16ytyy
kirjasta [Mo].

Lemma 5.2. Olkoon t € C,|St| < 1/4 ja valitaan vakio a € R,
ISt < a0 < 1/4. (5.2)
Nailla oletuksilla kaikilla m,n > 1 on votmassa Maassin-Fourierin kertoi-
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mien jalkikaava

1 ol

=t cosh(mk;) 7 ) (mn)|C(1 + 2ir) 2
¢ 2 =1 47
Omn w2 sinh 7t + 7 sinh 7t Z 7S(m, n; lw(t, T\/mn)7 (5.3)
missa
(t,7) = cosh r
pL, 1) = cosh(7(t + 1)) cosh(m(r —t))
ja

1 1 1-2r
ot z) = —— / e+ ity —it) (2) dr.
(a) 2

211 r

TobisTus. Yhdistetddn Poincarén sarjojen sisiatulon esitysten (3.5) ja (3.9)

oikeat puolet ja sijoitetaan saatuun identiteettiin arvot
sp = 14it ja sy =1—it, missd |St| < 1/4. (5.4)

Gammarykelmé O-funktiossa saadaan toiseen muotoon kaavaa (1.4) ja tietoa
sin(m(1/2 + it)) = cosh(xt) kéyttien:

Ol +it,1 —it;r) =T(1/2+i(t+7)T(1/2+i(r — 1))
xT(1/2 —i(r—t))T(1/2—i(t+ 1))

- cosh(m(t +r)) cosh(m(r —t))

Kéytetddn vield hyviksi kaavoja (1.3) ja (1.4), jolloin saadaan I'(1+4t)I"(1 —
it) = (mt)/sinh(7t) ja sievennetddin W-funktiota:
, . 1 I'(n)L(n — 2it) T\ =it
Wix; 1+t 1 —1at :f/ : : <—> dn ' =
( ) 210 Jio) D(1+n —it)T'(1 —n+it) \2 1
<ZL‘> -2t ] sin r

2

O+ it it) (5) ar,

2 (@) TT

missd o = a — St
Taméi kaikki yhdistden ja lopuksi yhtdlon eri puolten vastaavat tekijat

poistaen saadaan haluttu identiteetti. Il
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Seuraavana esitettiva lause on erds spektraaliteorian ja tdmén esityksen
tarkeimmistad tuloksista. Se esittdd automorfifunktioita vastaavat spektrin
osat Kloostermanin summien summina. Toisaalta se voidaan myd6s tulkita
Maassin-Fourierin kertoimien jdlkilausekkeen arvioksi, jossa Kloostermanin
summat muodostavat pddtermin ja jatkuvan spektrin osa ja diagonaalitermi
toimivat virheterminé. Kuten sovelluksissa usein tuleekin tarpeeseen, lausek-

keissa on mukana jyrkki&d vaihteluita tasoittava painofunktio.
Lause 5.3 (JALKIKAAVA). Oletetaan, etti funktio f tdyttdd ehdot
(x) on sddnndollinen vyossd |Sx| < 1/2,

() = f(=x) ja (5.5)
|f(2)] < (1+ |2]) 7>,

f
f

missd 6 > 0 on mielivaltaisen pient vakio. Olkoon lisiksi m,n € Z, ja

rw=2 [ (@) f(r)dr

7 J_o cosh(7r)

Tdlloin on voimassa yleistetty jalkikaava

o0 p;i(m)p;(n) ‘ l g9y (m)og(n) Ndr —
— cosh(mr;) fl) + T /_OO (mn)r|¢(1 +2ir)|2f( Jdr =
%5,%7” /00 rtanh(7r) f(r)dr + Z %S(m, n; l)f+(477r\/%) (5.6)
- I=1

TobisTus. Kuten vilittomasti huomataan, tavoitteena on periaatteessa vain
korvata tarkkaan mééritelty funktio p(¢,r) yleisella tasoitusfunktiolla f(r)
kaavassa (5.3). Tamé tapahtuu yllattavilld tavalla. Funktion p(t,r) rakenne
on nimittdin sellainen, ettd toimiessaan tietyn integraalimuunnoksen ytime-
né se pitdd muunnettavat funktiot oleellisesti paikoillaan. Taméan huomion
jalkeen lauseen yht#lod (5.6) varten tarvitsee endé muokata lausekkeista esiin
Besselin funktioita. Kyseinen integraalimuunnos saadaan esiin kertomalla yh-
talon (5.3) molemmat puolet tekijalla cosh(wt)f(t +i/2), jonka jilkeen yh-
talon puolet integroidaan ¢:n suhteen yli koko reaaliakselin.
Osoitetaan suuruusarvion

/_OO | cosh(rt) f(t +i/2)p(t, r)|dt < (1+ |r])"27

o0
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voimassaolo. Ilmeisesti integrointivéling riittdéd tarkastella vélid (0, c0). Va-
leilld (r,00) ja (r/2,r) riittdd kdyttdd arviota (5.5). Lisdksi valilla (0,7/2)
integraalia hallitsee tekija e=™"/2.

Pistespektrin termin huomataan suppenevan itseisesti tdméan suuruusar-
vion perusteella, kun kiytetddn osittaissummausta ja arviota (5.1). Jatkuvan
spektrin termin itseinen suppeneminen seuraa zeta-funktion arviosta (1.13).
Niinpd néissd termeissd t-integrointi voidaan suorittaa ensin, jolloin lasket-

tavaksi ilmestyy integraali
/ cosh(rt) f(t +1i/2)p(t,r)dt, r e R.
R

Tarkoituksena on siirtdd seuraavaksi integrointi tielle St = —1/2. Integran-
dilla on yksinkertaiset navat pisteissd ¢ = £r — i/2, joten napojen kohdal-
la annetaan uuden integrointitien tehdi pienet negatiiviseen suuntaan tien
ylapuolella kulkevat puoliympyrét. Funktion f(¢) parillisuudesta ja hyper-
belikosinin yhteenlaskukaavoista huomataan helposti, ettd integrandin arvot
pisteissd £k — i/2,k € R kumoavat toisensa, joten nidméi osat integraalis-
ta katoavat. Jiljelle jaa siis vain kahden puoliympyridn muodostama osio.

Sijoittamalla t = k — i/2 tAm& muuttuu muotoon

isinh(mk) cosh(mr)
</C(r) i /C(_r) ) sinh(7(k + r)) sinh(7(k — r)) f(k)dk, (5.7)

missi tien C(z) reitti on y,(m) = z + 6™ m € [0,1] ja & > 0 on

jokin pieni vakio. Tassa integraali on sopivasti pariton, joten jalkimmainen
tie voidaan vaihtaa puoliympyriksi, joka yhdessd C(r):n kanssa muodostaa
tdyden ympyran negatiiviseen suuntaan pisteen r ympéri. Tadmé integraali

voidaan valittémasti arvioida residylauseen avulla, jolloin tuloksena saadaan

Fr) = /_ " cosh(mh) f(t + i/2)p(t, 1)t (5.8)

o0

miké todentaa funktion p(t,r) edelld mainitun ominaisuuden. Samalla saam-
me tulokseksi yhtilon (5.6) vasemman puolen.
My6s yhtalon oikealla puolella on tarkoitus suorittaa ensin integrointi £:n

suhteen. Diagonaalitermin késittelyksi riittda sijoitus r = ¢t +14/2 integraaliin,
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joten voimme keskittyd Kloostermanin summien summatermiin. Kayttaméalla

Weilin rajaa (1.2), Stirlingin kaavaa (1.10) ja arviota (5.5) saadaan sille arvio

/ /() .|dndt<<2l20‘_2l1/2+5/ / L+ )01+ Juf) ™
=1 V(a I=1 T

X (14 [t —u|) (14 [t +ul))* Y2 exp(n|u| — 7 (|t —u| + |t + u|)/2)dt du.

T&am4 lauseke on olemassa aédrellisend, kun 0 < a < 1/4. Niinpé t-integrointi
voidaan Fubinin-Tonellin lauseen perusteella suorittaa ensimmaisend ja sum-

malauseke saa muodon

NIH

Z (m,n;1)C \/_ 1), (5.9)

missé,

sin 77 x\1-2n
O )= 7 | Tortonn(5)

seka

D(n, f) = /Oo tan;ﬂtr(n +it)T(n —it) f(t +1/2)dt

Oletetaan tilapéisesti, ettd ®n > 1/2. Funktio D(n, f) on sdannéllinen,
kun Rn > 0 ja lisiksi sen integraaliesityksen integrandi on luokkaa O(e~™/2),
kun [t| — oo alueessa |3t| < 1/2, joten integrointi voidaan siirtdd tielle
3t = —1/2. Integrointi siirretééin kuitenkin heti takaisin reaaliakselille sijoit-
tamalla ¢ = k—1i/2. Kun huomioidaan f(¢):n parillisuus ja kiytetddn kaavoja

(1.3) ja (1.4) joitain kertoja, saadaan téisté

f) = %/_oo F(k) tanh(wk)((k —i/2)T(n +1/2 + ik)D(n — 1/2 — ik)
4 (k+i/2)0(n+1/2 —ik)D(n—1/2 + ik:))dk;

:n/oo e F (k) tanh(mk)T(y — 1/2 + k)T (5 — 1/2 — ik)dk
Tin < kf( n—1/2+ik) T(n-—1/2—1ik)
- 2sin7rn/ COShﬂ'k‘( T(3/2—n+ik) (3/2—n—ik:)>dk

_min /°° kf(k) T(n 1/2+2k)dk
sintn J_. coshmkT'(3/2 —n+ik)
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Viimeisessd integraalissa integrointi voidaan ongelmitta siirtda suoralle Sk =
—03,0 < § < 1/2. Tasté seuraava D(n, f):m esitys voidaan jatkaa analyytti-
sesti alueeseen Ry > 1/2 — (. Télloin tuloksena on yhtalo

1 o\ 1-2n tf(t) T'(n—1/2+it)

kun o + 8 > 1/2. Téamén kaksoisintegraalin integrandille saadaan Stirlin-

gin kaavan (1.10) avulla yliraja O([t|=27°(|n| — [t])>**72), joten olettamalla
a < 1/2 integrointijirjestysti voidaan vaihtaa Fubinin-Tonellin lauseen pe-
rusteella. Kayttdmalld kaavaa (1.16) saadaan talloin

gt——p coshmt

Kuitenkin téssid integrointi voidaan siirtdd reaaliakselille arvioimalla inte-
grandia Besselin J-funktion esityksen (1.15) avulla. Sijoittamalla tdmén siir-
ron tulos lausekkeeseen (5.9) saadaan tulokseksi viimeinenkin tavoitellun yh-
talon (5.6) termeista. O

5.2 Summakaava

Edellisen osion tavoitteena oli esittdd Maassin-Fourierin kertoimien sarja
Kloostermanin summien avulla. Seuraavana tavoitteena on tdmén yhteyden
kiddntdminen toisin pédin. Samalla yhteys yhdistda holomorfisten ja automor-
fisten kirkimuotojen jilkikaavoissa esiintyvit spektrin osat yhteen. Néin teh-
téessd padstaan myos kokonaan eroon diagonaalitermeistd. Tulos muotoillaan

erityisen Kloostermanin summista muodostuvan Dirichlet’n sarjan avulla.

Maadritelmi 5.4. Kaikille luvuille m,n € Z, méiaritellidn Kloostermanin

zeta-funktio
pe1 = S(m, ;1)
Zmn(s) = (2my/mn) E —

=1
Taméan tasoitettu versio on

Ki(m,n;p) i
1=1

missd mukaan otettu o(x) on jokin siled painofunktio.

S(m, £n;1) (4;\/mn),

~| =
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Kloostermanin summat esiintyvéit erittdin laajalti lukuteoriassa ja tdmén
vuoksi niiden summan uusi esitysmuoto olisikin erittdin hyédyllinen. Kuten
yleensékin, sovelluksissa tarvitaan usein summaa, jota on tasoitettu sileél-
14 painofunktiolla ja siispd my0s seuraavassa ensisijainen tavoite on l10ytai
uusi esitys funktioille K. (m,n; ), kun ¢ toteuttaa tietyt sileys- ja sdannol-
lisyysehdot. Kéytdnnon seikoista johtuen (Poincarén sarjat P, méériteltiin
vain ei-negatiivisille luvuille m.) positiivisen ja negatiivisen merkin tapauk-
set joudutaan késittelemaédn erikseen. Aluksi késitelldsin positiivisen merkin

tilanne.

Ensimmaéisend tehtdvind matkalla kohti tdtad tavoitetta on sopivan esi-
tyksen kehittdminen Kloostermanin zeta-funktiolle. Kuten edellisessé osios-
sa, painofunktio ¢ otetaan mukaan késittelyyn vasta tdméan jilkeen, talldkin

kertaa integraalimuunnoksen avulla.

Seuraava lemma antaa jo ensimmaiset viitteet tulevasta yhteenliitoksesta
kertoimien p;(n) ja p;r(n) vililld. Manipulaatioista ilmestyy nimittdin esiin

Peterssonin jilkikaavasta tuttu g, , (k).

Lemma 5.5. Merkitidn p;(n):lldi Maassin-Fourierin kertoimia ja olkoon
Qmn(k) kuten maaritelmassa (4.3). Tdalloin kaikilla m,n € Z ja Rs > 3/4

on VoIMmassa

L S ()
Zmals) = gsin(ms) )= G =T
J

j=

+ 2i sin(rs) /_OO 02 (M)02ir (1) 1y g0 i r (s — 1/2 — ir) dr

(s —1/2+ik;)'(s — 1/2 — iK;)

T o (mn)7|C(1 + 2ir)|?
+) 2k - l)qmm(Qk:)H - % 5m,n%' (5.10)

ToDISTUS. Sijoitetaan kaavaan (3.5) arvot s; = 1, sp = s vaatien samalla
Rs > 1— a, missd 0 < a < 1/4. Funktion

A % /<a) (n+s —Fg)F(l - 1) (9 ay
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integrandi muunnetaan Besselin funktioiden summaksi yhtélon (1.3) avulla:
I'(k+s)I'(k+n) L(k—1+4+s)'(k—1+n)

T(k+1—s)T(k+1—n) T(k—s)T(k—n)
Fk—1+s)I'(k—1+n)

Fk+1—s)I'(k+1—n)

(m+s—1)2k—1)

I'(s)'(n) - I'(K + s)['(K +n)
(n+s—1)F(1—s)F(1—n)_(n+s—1)F(K+1—s)F(K+1—n)
—1+s)(k—1+mn)
_Z%_l k:~|—1—s) (k+1-n)

Kéyttamalld seuraavaksi Besselin J-funktion esitystd (1.16) saavutaan esi-

tykseen
L'(s)
KeZ,: ——— i1
VK € + F(I_S)W(l', ,S)
_ 1 [(K + s)I'(K +1n) (g)”dn
2mi (a)(77+3—1)F(K+1—3)F(K+1—77) 2
K
2 —1+5s)
——E 2]{:—1 —Jo_ .
x £ Tk+1—s)"" ()

Tutkitaan mtegraaha, kun K — oo. Valitaan jokin suurehko positiivinen
vakio 3,s — 1 < B < K ja siirretdén edellisessi kaavassa integrointi tielle
Rn = —p. Viliin jadvassa alueessa integrandilla on napa pisteessi n =1 — s,
jossa residy on (z/2)%*72. Integrandi suoralla %t = —3 on Stirlingin kaavan
(1.9) mukaan kokoluokkaa O(K#*~1(K + |n])~2%71), joten integraali titi
suoraa pitkin katoaa K:n lihestyessd ddretontd. Taten on siis itse asiassa

[(s) . B 252 —1+s)
mW(x,l,s)— (—> ——Z 2k—1 k+1— )JQk—l(I).

Sijoittamalla tdhan yhtdloon = = 4m/mn/l, kertomalla molemmat puolet
lausekkeella 27/mnS(m,n;1)/I* ja summaamalla nimi yhteen kaikilla | €

7., saadaan

Zn(s) = QWW% ; Z%S(m, n; l)W(%W, 1,s)
+ ; 18(m, 1) >k 1)?5’; — - S; T (/)
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Kaksoissumman itseinen suppeneminen tissa huomataan vilittomésti Besse-
lin J-funktion arvion (1.17) avulla, joten kaavoja (3.5) ja (4.3) kiyttamalla
seké ilmestyvad ©-funktiota jalleen (1.4):m avulla muokaten paddytaan muo-

toon

Zmn(8) = 2v/mn(4mn)* (P, (-, 1), P.(-,3))/T(1 — s)

Fk—1+5s) dpn I(s)

+ ;(214: ~ DamnCR) R = T o T = 8)

Sijoittamalla tdhdn taasen sisdtulon vaihtoehtoinen kaava (3.9) paadytdén

lemman viitteeseen. O

Seuraavaksi keskitytddn tasoitettuun summaan K, (m,n; ), jota varten
madritellidn ensin sopiva integraalimuunnos.
MaAAritelmi 5.6. Maaritellddn funktioiden f : R — C avaruudessa Mellinin

muunnokseen liittyva tdhtioperaattori:

T

e f 0 ff(s) = /000 f(x)<§>2sda:7 s e C. (5.11)

Kuten helposti huomataan, f* = 22%(Mf)(—2s + 1), missi Mf merkitsee

funktion f Mellinin muunnosta.

Lemma 5.7. Valitaan funktio ¢ : R — C ja o € R siten, etti integraali

/000 2| p(x)|dx (5.12)

suppenee. Tdlloin kaikilla m,n > 1 on voimassa integraalimuunnos

Ko () = —— /( Zual5)¢" (). (5.13)

211

TODISTUS. Sijoitetaan yhtils ¢*(s) = 225(Myp)(—2s + 1) viitteen oikeaan
puoleen ja vaihdetaan zeta-funktion summauksen ja s-integroinnin jérjestys-
ta. Lopulta sijoitetaan integraaliin —2s+ 1 = r, jolloin viite seuraa Mellinin

muunnoksen maaritelmasta. O

Tarkoituksena on ujuttaa painofunktio ¢ summakaavaan (5.10) edellisen

lemman Mellinin muunnoksen (5.13) avulla. Tata varten p:lle tulee asettaa
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joitain rajoitteita, jotka varmistavat tuloksena syntyvin lausekkeen olemas-
saolon. Oletetaan siis, ettid o € C3(0,00) ja sille ja sen derivaatoille pétevit

suuruusarviot

gt/2=ntekun o — 0+,
oM (z) < (5.14)
x~1™"=¢  kun z — oo,

missé € > 0 on mielivaltaisen pieni vakio jan =0,1,2,3.

Tahin mennessd olemme onnistuneet saamaan aikaan paljolti toisiaan
muistuttavia teorian kappaleita sekd automorfisille ettd holomorfisille kér-
kimuodoille. Seuraavana vuorossa on néiden kahden samankaltaisen teorian
yhdistdminen. Seurauksena téstd on, mitdpd muutakaan kuin Kloosterma-
nin summia. Téssd Kuznetsovin summakaavaksi nimedméssd lauseessa te-
hosekoittimeen laitetaan molempien kiarkimuotoavaruuksien spektrit (mutta
ei diagonaalitermeji), jolloin lopputuloksena saadaan Kloostermanin sum-
mien summa K (m,n, ¢). Tulosta kutsutaan ilmeisisté syistd myos funktion

K, (m,n;p) spektraalihajotelmaksi.

Lause 5.8 (SUMMAKAAVA). Valitaan kertoimet p;(n) ja p;r(n) kuten esityk-
sissi (2.1) ja (4.1) ja olkoon a(k) kuten Peterssonin jalkikaavassa 4.3. Vaa-
ditaan lisdiksi, ettd painofunktio @ tayttid ehdot (5.14). Tdlloin Ym,n € Zy:

Kyl ) = 30 2200 v
l o9 (m)ogi(n) + (1) dr
R IR L

9(2k)

+2Z (2k) Zpﬂk m)pjax(n)pt(i/2 — ki), (5.15)

missa

Fiy T - Toi(x) — T o ax
¢0) = g [ Onle) = T 0)el)
TobisTus. Funktio ¢* on sddnndllinen alueessa
—e/2 <Rs <3/4+¢/2, (5.16)

kun oletukset (5.14) ovat voimassa. Osittaisintegroimalla kolmesti ¢*:n maa-

ritelméd saadaan sille suuruusarvio

©*(s) < (1+|s])72. (5.17)
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Erityisesti siis on voimassa Mellinin kiddnteismuunnos

o) =5 [ #)(5) s

kun o = Rs kuuluu viliin (5.16). Téastd ja Weilin rajasta (1.2) seuraa, etta

integraalimuunnos (5.13) on olemassa, kun
3/4<a<3/4+¢e/2. (5.18)

Sijoittamalla nyt (5.10) yhtéloon (5.13) saadaan ainakin symbolisesti jo lu-

paavan nikdinen yhteys:

K+(m,n; 90): 4 M 1 /()@*(s)h(s,lij)ds

coshmk; 2mi

1 /w Ooie (M)oig(n) 1

T ) ) [+ 2ir) P 2 /<a> " (s)h(s, r)ds dr
3 1 co L (E=1+5)
+ ;(ka = D (2K) 5 /(a) O e I
6m,n 1 N F(S)
o ﬁ/@ﬁ = (5.19)

h(s,r) = %sin(ﬂs)F(s —1/2+ir)['(s — 1/2 —ir).

Téasséd tehdyn integrointijarjestyksen vaihdon oikeellisuus tulee kuitenkin vie-

14 tarkistaa. Stirlingin kaavasta ja (5.17):sta seuraa

" (s)h(s, 1) < exp (= m([t + 7| + [t —r| = 2Jt])/2) x
(Lt +r)@+ [t —rD)* (T + )~

Téamén kokoarvion avulla huomataan (5.19):n termien suppenevan itseisesti:
/( : lo*(s)h(s,r)|ds| < (14 |r])?*** ja

I'(k—1+5s) 202
(§)=——||d k==,
|1 O R gl <
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Arvion (5.1) avulla ndhddén nyt esityksen ensimméisen termin olemassaolo,
kunhan ehto (5.18) on voimassa. Samoin ehdoin toisen termin kaksoisinte-
graali suppenee itseisesti, kuten my6s kolmannen termin summa g, ,(k):n
médritelmin (4.3) sekd Besselin J-funktion arvion (1.17) avulla.
Todistuksen lopuksi tulee vield osoittaa termien sisilli olevien integraa-
lien muuntuminen ¢*-funktioiksi. Itse asiassa seuraavassa huomataan, etté
(5.19):n oikean puolen kahden viimeisen termin gamma-funktioita sisaltd-
viit integraalit kumoavat osin toisensa ja jéljelle ji4 vain integraaleja [ ¢*h

Kaikille K € Z, on voimassa

I'(s)

INEEE))

&, o Tk+s)  T(k—1+s) xk T +5)

“Z?‘” (gt e ) O w
- C(k—1+s) kL +5)

R D D ey

Seuraavaksi tdmé yhtilo kerrotaan puolittain ¢*(s):114 ja tulos integroidaan
yli pystyakselin Rs = «. Siirtdmalla viimeisessé integraalissa integrointitie
akselille Rs = 0 huomataan, etti se katoaa K:n ldhestyessa dédretonta. Jéljelle
jaa siis yhtalo
I(s) = o Dk=1+5)
O (8)=—"=ds =Y (=1)""(2k — 1)/ O (8) = ———=ds.
/(Voc) F(]. — 8) ; () F(k + 1-— S)

Sijoittamalla kertoimen gy, ,(2k) jilkiesitys (4.4) yht&loon (5.19) huomataan

titen, ettd esityksen kaksi viimeistd termid ovat yhteensa
- 1 L(k—1+s)
E —1)%a(2k) E () =————=ds.
Wkl( Pran(m)ps( )QWz/()SD((S)F(kJ—i-l—S) °

Téassé esiintyvé integraali muunnetaan vield muissa termeissa esiintyvien in-

tegraalien kanssa yhtendiseen muotoon ottamalla kiyttoon funktio

1 ['(s—1/2+1r)
- * d
ulr,¢) 8sinh 7r /(a) 4 (S>F(3/2 — s+ 1ir) °
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ja huomaamalla (1.4):n ja pienen trigonometrisen pyorittelyn seurauksena,

etta
1

— [ )l r)ds = ulr.0) + u(-r,p).
(o)

Nyt siis esitys saadaan yhteniistettyd muotoon

PJ( )p;i(n)

Ky(m,n;p) = cosh 7k, (u(kj, @) +u(—rj, ¢))
1 ¥ _02in(m)oin(n) u(r u(—r r
i 7r/ () [C(1 + 20 @) T ulmre)) d

9(2k)

+4Za2k Zpﬂk m)pian(n)uli/2 — ki), (5.20)

Muunnetaan u(r,p):td, kun r € R. Funktio on sddnnéllinen, kun Jr <
a — 1/2. Oletetaan tilapiisesti, ettd Sr = —1/4. Talloin integrointi u(r, ¢):n
médritelméssa voidaan siirtdd suoralle Rs = 1/3. Sijoitettaessa tdhin ¢*:n
mééritelméa yhtalosta (5.11) tuloksena on itseisesti suppeneva integraali, joka

muuntuu integrointijirjestyksen vaihdolla ja esityksen (1.16) avulla seuraa-

1= s [0 [, )

T /OOO Jm(w)w(m)df- (5.21)

vasti:

2 sinh 7r

Tamé viimeinen integraali on esityksen (1.15) ja arvion (5.14) perusteella
sddnnollinen alueessa —1/2 < Qr < 1/4. Siispéd yhtél6 (5.21) voidaan jatkaa
analyyttisesti koko reaaliakselille. Sijoittamalla kaava (5.21) yhtaloon (5.20)
saadaan automorfisten kiarkimuotojen termit vastaamaan viitetta.

Esitys (5.21) on voimassa my6s, kun r = i/2 — ki, k € Z,. Ta&mi to-
distetaan samalla tavalla kuin tapaus r € R, mutta talld kertaa integroin-
titeiden siirtelyd ja analyyttista jatkamista ei tarvita. Besselin J-funktion
madritelméstd seuraa suoraan kaava J, = (—1)"J_,, mistd seuraa yhteys
2u(i/2 — ki, ) = ¢ (i/2 — ki). Tatd hyddyntamalld saadaan my6s holomor-

fisten kiarkimuotojen termi vastaamaan haluttua. 0
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6 Vastakkaisen merkin tapaus

Edellisessé luvussa johdettiin Maassin-Fourierin kertoimille jalkikaava ja yh-

teys toiseen suuntaan kdadntamalld spektraalihajotelma muodolle

o0

Ky (myns o) = S S (m,ms p(dm/mn )

=1

tapauksessa m,n € Z,. Tama ei kuitenkaan ole koko totuus juuri m:lle ja
n:lle asetetun rajoituksen vuoksi. Téssd osiossa tullaan korjaamaan taméa
puute etsimilld vastakkaismerkkisten kertoimien jilkikaava ja vastaavanlai-

nen hajotelma funktiolle
K_(m,n;p) = Zl_lS(m, —n;)p(dry/mn/l), kuan m,n € Z,.
I=1

Tamé ongelma on jossain méirin helpompaa ratkaista, koska hajotelmas-
sa ei tule esiintymé&an holomorfisia kirkimuotoja vastaavaa osaa. Tadmén voi
heuristisesti jo arvata sijoittamalla yhtaloon (5.15) n € Z_, jolloin viimei-
nen termi katoaa, koska modulimuotojen negatiiviset Fourier-kertoimet ovat
nollia.

Positiivisen merkin tapauksessa teorian perustavana elementtind oli sisé-
tulon (P, (-, s1), Pn(-,52)) laskeminen. Jotta n:n merkki saadaan vaihdettua,
tulee tata sisidtuloa jotenkin muuntaa, kuitenkin aiheuttamalla mahdollisim-
man vihan muutoksia muuhun rakenteeseen. Sisdtulon maaritelmas tarkas-
telemalla voidaan arvella sisitulon (P, (-, s1), Pu(-, 52)) olevan hyvi ratkaisu.

Positiivisen merkin tapauksen tavoin eteneminen aloitetaan muodosta-

malla yhtalod (5.6) vastaava jilkikaava Maassin-Fourierin kertoimille.

Lause 6.1. Merkitddn jilleen p;(n):lli Maassin-Fourierin kertoimia. Olkoon
m,n € Zy ja vaaditaan, etti funktio [ toteuttaa ehdot (5.5). Madritelladin

muunnos

fo(z) = 1 /_OO rsinh(7r) Ko, () f (r)dr.

2
™ o
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Talloin on voimassa

PJ( )pi(—=n)

cosh(mk;)

5=

f(ks) +

/OO ( UZir(m)JQir(n) f(?")dr

oo (mn)[C(1 + 2ir)[?

4

S(m, —n; 1) f-(=-v/mn). (6.1)

I
K
~|

=1

TobisTus. Talli kertaa ratkaisu tiivistyy sisdtulon (P, (-, s1), Pu(-, 52)) ym-
parille (vrt. (P,(-,s1), P.(+,52)) positiivisen merkin tapauksessa). Merkin-
vaihdokset z:n ja y:n kertoimissa aiheuttavat, ettd yhtaloon (3.5) johtanut
pééttely antaa nyt hyvin pienin muutoksin (Y,:a vastaava funktio yksinker-

taistuu hieman) sisdtulokaavan

(Prn(-,51), Pl 82)) =

4
22(1_82)7T81_82+1n81_82 81 + 82 Z [~ 2815 m,—n; Z)W_(Tﬂ- v mn;sy, 52)7
(6.2)
missa
1 T\~
W_(x;581,52) = i /(a) Lm0+ s2 — 31)<§> dn

ja voimassa ovat samat lemman 3.3 alussa mainitut ehdot. Vastaavat muu-

tokset Parsevalin kaavan (3.9) todistuksessa antavat spektraalihajotelman

(P(+,81), Pa(+,82)) = (471'\/_)1 s1— 32(

n\ (s1—s2)/2
) x

m

F(Sl)F( 2)

(Z pi(m)p;(=n)O(s1, $2; ;)

j=1

1 /_Z 02ir (M) 025 (n) cosh(rr)O(s1, SQ;T)dr)

T (mn)r|(1 + 2ir)|?

+

(6.3)
samoin ehdoin kuin lemmassa 3.4. Sijoitetaan niihin sisdtulon kaavoihin jal-

leen arvot (5.4), jolloin tuloksena saadaan

Mp(t,%j)+%/_w( 72ir ()73 (1) p(t,r)dr

cosh(mk; s (mn)™|C(1 + 2ir)|?

ZSmnl (4;\/_71),

47



missi

1 ) ) x\ 1-2n
o (t,1) = 2—m/()F(n+zt)F(n—zt)<§) dn

ja a,t toteuttavat ehdon (5.2).

Kerrotaan nyt yhtdlon molemmat puolet tekijalla cosh(nt)f(t 4+ i/2) ja
integroidaan t:n suhteen yli reaaliakselin. Téassd voidaan positiivisen merkin
tapauksen tavoin viedd t-integrointi sisimméksi. Otettaessa huomioon yhtalo

(5.8) riittdd laskea oikealla puolella
/ w_(t,z)cosh(nmt) f(t +i/2)dt =

L (E)”n /OO cosh(mt)T'(n + it)T'(n — it) f (¢ +i/2) dt dn.
211 Jiay \2 e

Nyt t-integrointia ei kuitenkaan voida vélittomésti vieda suoralle St = —1/2.
Taméa ongelma kierretddn huomaamalla, ettd n-integrointi voidaan siirtaa
tielle Ry = 0 = (1 + 0/2)/2 Stirlingin kaavan (1.10) perusteella. Tadmén jal-
keen t-integrointi siirretdén jilleen tielle St = —1/2 ja sijoituksella tuodaan

takaisin reaaliakselille. Sisemmaén integraalin muokkausta jatketaan viela:

—i /00 sinh(7t)I'(n + it + 1/2)['(n — it — 1/2) f(t) dt

Sij- ==k _%/ sinh(t) (F(n +it+1/2)0(n —it —1/2) -

D(n — it +1/2)0(n + it — 1/2)>f(t) dt

2 / Fsinh(rt)T(n + it — 1/2)T(n — it — 1/2) £ (1) dt.
Sijoittamalla tdmé& edelld kisitellyn kaksoisintegraalin sisemmén integraa-
lin paikalle, vaihtamalla integrointijirjestystd ja kiyttdmalld Besselin K-

funktion esitystd (1.20) saadaan véite. O

Seuraavaksi keskitytddn muuntamaan summakaava (5.15) vastakkaisen
merkin tapaukseen sopivaksi. Ensi istumalta voisi olettaa, ettd jalkikaavan
tavoin tdméa tulee tapahtumaan téysin vastaavasti kuin positiivisen merkin
tapauksessa. Tama ei kuitenkaan ole aivan totta, silli negatiivisen merkin

kanssa (5.10):n Kloostermanin zeta-funktioon liittyvé aputulos on hieman
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erilainen ja se tulee johtaa erikseen. Lisdksi siirtyminen (5.10)-tyyppisesta
vhtdlosta itse K_(m,n; ¢):hin vaatii yhden lisimutkan. Tilannetta toisaalta
helpottaa se, ettd W_ on itsessdin jo ldhelld Besselin K-funktiota eikd sité

tarvitse siis esittdd 1W:n tavoin Besselin J-funktioiden sarjana.

Lause 6.2. Merkitiin p;(n):lld Maassin-Fourierin kertoimia ja tdyttikoon
@ jalleen ehdot (5.14). Merkitidan lisiksi

¢(T)::2(Kﬁh(ﬂr)JéaD o) Ko (2 )ff.

Talloin on voimassa Kloostermanin summien summakaava

Kt g) = 3 BN
l > 095 (m)ogir(n) ~ (P\dr
+W/;JmMMQ1+mMP@<)d' (6.4)

TobisTUus. Kaytetadn hyviksi tietoa, ettd kaikki k:nnet Besselin funktiot,
k = 41/2 ovat helposti alkeisfunktioiden avulla esitettivissa. Taté ja esitysta

(1.20) hyviksi kiyttden saadaan W_ haivytettyd pois:

Kipo(z) = 1/%6” = W_(x;5,8+1/2) = /me™™.

Samoin sijoittamalla esityksiin (6.2) ja (6.3) s; = s, S5 = s+ 1/2, missi
Rs > 3/4, saadaan

(2my/mn)>~ i piSS(m, —n; 1) exp ( — 4%%) =

=1

ij COShmiJ )>\(8,I€j) 4 l/oo : Uzﬁ@ﬂ)dzﬂ(ﬁ) (s, r)dr, (6.5)

T J_oo (mn)|C(1 + 2ir)|?

missid kaavojen (1.6) ja (1.23) perusteella

O(s,s+1/2;r)
I'(2s—1/2)
['(2s — 1+ 2ir)['(2s — 1 — 2ir)
I'(2s—1/2)

o0 x\ 2s—1dr
= 2cosh(7r7’)/ e Koy ()| = —
0 2 <2>

A(s,r) =

cosh(7r)

1
2\/m
= 28745/ cosh(7r)

- (6.6)
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Yhtalo (6.5) muistuttaa vahvasti yhtdloa (5.10), mutta vasemmalla puolella
tassi esiintyvé eksponenttifunktio estdéd suoraviivaisen K_(m,n;y):n esiin-
tuonnin. Tama kierretddn sopivalla reaaliakselin painofunktiolla, jolloin voi-
daan jilleen kayttda lemman 5.7 tavoin Mellinin muunnosta avuksi. Lopulta
riittdd osoittaa, ettd painofunktio ldhestyy (p_:sta tietyssd rajaprosessissa.

Aloitetaan valitsemalla C*(R)-funktio wy, kun X > 0:

1, kun |z| < X,
wx (x) =
0, kun |z|>2X

ja kaikilla kiinnitetyilli v € Z,: w{(z) < X 7. Erityisesti siis (A €
R)(VX € R,)(Vx € R) : |wx(z)| < A. Tallaisia funktioita luodaan klas-
sisesti konvoluutioiden avulla. Valitaan mielivaltainen d : X < d < X/2,
merkitddn h(x):114 vilin [— X — d, X + d| karakteristista funktiota ja Q(z):114

mielivaltaista C*°(R)-funktiota, jolle

suppQ(z) C [-1,1] ja /RQ(:p)d:p =1.

Nailla oletuksilla konvoluutio

toteuttaa funktiolle wx (x) asetetut ehdot.
Taman jilkeen valittu wy saa tasoitetun karakteristisen funktion tehtavan

maédriteltdessd Mellinin muunnosten pari

Ox(2) = e"wx(z )90(96) ja

—2s
/ QX dr.

Funktioon fx upotettu ¢ saadaan lisittyd kaavaan (6.5) kertomalla sen mo-
lemmat puolet 0% (s)/(27i):1l4 ja integroimalla molemmat puolet yli pys-
tyakselin s = «, missd « valitaan niin, ettd integraali (5.12) suppenee.

Nyt voidaan jélleen lemman 5.7 tavoin siirtyd K_(m,n;p):hin oletuksella
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X > 4my/mn, koska talloin Ox () vain neutraloi ongelmana olleen eksponen-

tiaalifunktion. Tuloksena néisté toimista on yhtalo

1/00( 02ir (M)02ir (1)

mn)"|¢(1 + 2¢r)y2AX(T)d7”’ (6.7)

missa

1
Ax(r) = 9ms ( )A(s,r)@}(s)ds.

Kuitenkin (6.6):n ja Mellinin kd&nteismuunnoksen

1 251
Ox(z) = — 0% (s) z ds
211 () 2

perusteella seuraa

Ax (r) = 2 cosh(nr) /000 wX(x)cp(x)Kgir(x)%.

Jaljelld on vield rajaprosessin X — oo tutkiminen. Ensinnékin esityksestd
(1.20) seuraa

¢ (r) — Ax(r) = 2 cosh(nr) /Ooo(l — wX(x))go(x)Km(x)? =

% cosh(7r) / T(s—1/2+ir)T(s—1/2 —ir)((1 —wx)p)*(s)ds, (6.8)
©)

Yy

kun > 1/2. Funktio ((1 — wx)¢)*(s) on sddannoéllinen alueessa Rs > —§/4
ehdon (5.14) ja funktion wx rajallisuuden vuoksi. T&ll6in sille on myos voi-

massa suuruusarvio
(1= wx)p)"(s) < X1+ ).

Siirretdéin nyt integraalissa (6.8) integrointi tielle s = —§ /4. Talldkin kertaa
Stirlingin kaava (1.10) osoittaa, etté pastyintegraalit 1dhestyvit nollaa, mutta

nyt integrointi siirretdén yli gamma-funktion navan pisteissia s = 1/2 +ir ja
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tastd seuraa kaksi residytermia:

P (r) = Ax(r) =
ﬁ cosh(mr) /(5/4) I'(s=1/24ir)'(s—1/2—ir)((1 —wx)p)"(s)ds

+ %cosh(m“) (((1 —wx)e)*(1/2 + i) (2ir)

(1 —wx)e) (1/2 — ir)F(—Qir))

< X721+ |r|)~202

Viimeistd arviota varten huomataan, etta riittda tutkia integraalia, kun &s >
0. Téman jilkeen arvio saadaan esimerkiksi osittamalla integrointi véleihin
(0,7/2),(r/2,r —1),(r — 1,00) ja kiyttamélld Stirlingin kaavaa sopivasti.
Vaihdetaan tdmén arvion perusteella Ay viitteessd tavoitelluksi ¢~ :ksi
yhtdlossa (6.7). Ottamalla huomioon my6s kertoimien p;(m) kasvuvauhti
(5.1) huomataan, ettd syntyvd virhe l1&hestyy nollaa, kun X — oo. Néiin

on vaite todistettu. O
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7 Kloostermanin summien summa

Weilin raja (1.2) on oiva ylaraja Kloostermanin summien koolle ja itse asiassa
paras mahdollinen. Kuitenkin summien oskilloiva luonne antaa ymmaértaa,
ettd useiden eri Kloostermanin summien summa on todennédkdisesti selvasti
pienempi kuin triviaali summien itseisarvojen summan antama yliraja. Kun
tatd heuristista arvausta ryhdyttiin tutkimaan, huomio kohdistui erityisesti
funktioon
Sman() =Y 1718 (m, ;1)
1<z

ja niin kutsuttuun Linnikin-Selbergin otaksumaan, jonka mukaan S,, ,(z) <
x° kaikilla ¢ > 0. Valittomasti huomataan, ettd Weilin arviota (1.2) kdytté-
millid piaddytiin arvioon S, ,(z) < /2% kaikilla ¢ > 0. Edistysti asiassa
ei kuitenkaan tapahtunut ja kesti vuoteen 1980 asti ennen kuin Kuznetsov
todisti edelld esitettyjen summakaavojensa avulla ensimméisen epétriviaalin
arvion S, ,(z):lle artikkelissa [Ku].

Kuznetsov todisti arvionsa valitsemalla omassa kaavaa (5.15) vastaavas-
sa yhtalossddn sopivan painofunktion ¢, jolloin K (m,n; ) poikkeaa riitté-
vian viahan S, ,(z):std. Tadmén jilkeen hén arvioi yhtdlon loppuja termeja
Besselin funktioiden teoriaa kiyttden. Talla ldhestymistavalla tulos on myos
yleistetty Kloostermanin summille, jotka liittyvit yleisempiin ryhmén I' ali-
ryhmiin.

Seuraavassa Kuznetsovin tulos todistetaan kuitenkin Goldfeldin ja Sar-
nakin artikkelissa |GS] esittelem#d tapaa myoétéillen, koska se sopii kirjoit-
tajan mielestd paremmin aihetta ympéaroivaan teoriaan. Téssd lemmassa ja

sen todistuksessa ordo-termeihin liittyvit vakiot ovat absoluuttisia.

Lemma 7.1. Merkitian jalleen s = o + it. Kloostermanin zeta-funktion

muunnelma

on holomorfinen alueessa o > 1/2 ja tdssd alueessa sille on voimassa arvio

B ‘s|1/2
Znals)] = O (=5,
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kun t — oo.

ToDISTUS. Merkitddn Ry:lla Laplacen operaattorin A resolventtia (A—Fk)~*
automorfisten kiirkimuotojen avaruudessa L2(F, du). Joko A:mn I-invarianssia
Poincarén sarjojen maaritelmaan kiyttden tai kaavaa (3.3) manipuloimalla

saadaan pienelld vaivalla aikaan Poincarén sarjojen rekursiokaava
Pr(z,5) = 4mmsRyi—s)(Pn(z, 5 + 1)), (7.1)

joka on voimassa alueessa o > 1. Laplacen operaattorin spektraalilauseen
2.5 edelld mainittiin, ettd A:n spektri avaruudessa L2(F, du) koostuu pelkis-
td ominaisarvoista, jotka lisiksi lauseen 2.3 mukaan ovat kooltaan vahintaan
37?2 /2. Téastd seuraa, ettd Ryi_s on holomorfinen alueessa o > 1/2. (Hyvi
esitys holomorfisten lineaarioperaattorien teoriasta 16ytyy lahteestd [RS], lu-
vut 9-11.) Niinpé Poincarén sarja P, (z, s) voidaan kaavan (7.1) avulla jatkaa
analyyttisesti holomorfiseksi funktioksi alueessa o > 1/2.

Itseisesti s:n suhteen suppenevina Poincarén sarjoille pétee
[P(z,9)] = O(1)

alueessa 3/2 < o < 3. Liséksi resolventille on voimassa arvio

1

Ry < m;

missé d(a, A) = inf,c4 d(a,z) tavanomaisen C:n metriikan mukaan. Koska
d(s(1 —=s),0(A)) > Ss(1 —s) = |t(20 — 1)|, Poincarén sarjoille on kaavan
(7.1) perusteella voimassa arvio

PP = [ Paesante) = 0( ) (@

kun 1/2 <o <2, |t| > 1.

Tarvitsemme liséiksi arvion normille || P, (-, s)||?, kun Rs > 5/2 ja n kasvaa.
Tétd varten sijoitetaan s = s; = $3 Parsevalin kaavaan (3.9) ja kdytetiaén
kokoarviota (5.1):

| P (-, 8)||> < n'~ 20(2 los () 62””3 (K +t)(k; — )22 +n2> < n?
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Sijoitetaan seuraavaksi sisdtulokaavaan (3.8) arvot s; = s > 1, s = s+ 2
ja kiytetddn perdkkiin kaavoja (1.21) ja (1.23):
(P(+,8), Pu(-, 3+ 2)) = S (dmm) 27 1T(25 + 1)
I'(2s+1) (s)
T/ N1/ T Ao\ m,n S
I(s)I'(s+2)

> S(m,n;l)
Z e Bna(s.0), (7.3)

+ 4—5—17T—1n—2

missé virhetermina toimii

L e e = e R

Arvioidaan tdman lausekkeen y-integraalia:

/ yexp(—any)‘ exp (
0

—2mim(p — i)
—— ) —1|d
Py(p* +1) ) ‘ 4

* mexp(—2mny)
dy < —
/ Ty <

mi~?
< / yexp(—2mny) dy +
0

ml—2
Tasta seuraa

ja lausekkeen
= S(m,n;l)
D Ra(s) )
1=1
holomorfisuus alueessa o > 1/2, jossa sille on voimassa arvio

O(ﬁ)

Yhtéalon (7.3) vasenta puolta voidaan arvioida Cauchyn-Schwarzin epéyhté-
164 ja edelld todistettuja Poincarén sarjojen normien arvioita kiyttien:

m
n(oc—1/2)

Lemman viite seuraa niistid arvioista, kun otetaan lisiksi huomioon Stirlin-

<Pm('7 8)7 Pn('7§+ 2)> <

gin kaavan avulla saatava arvio

I'(2s+1)

il Sl A (P RV
el <M
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Itse paatulos todistetaan hyvin samalla tavalla kuin alkulukulause ja mo-
ni muu analyyttisen lukuteorian tulos. Edellisessd lemmassa ratkaisevalle Di-
richlet’n sarjalle todistetaan sopiva kokoarvio. Tamén jilkeen kohdesumma
esitetddn katkaistun Perronin kaavan avulla ja siind eri osia arvioidaan sopi-
vasti, mista tulos lopulta seuraa.

Ordo-termeihin liittyvit vakiot lauseen esittelyssd ja todistuksessa voivat

riippua enintddn luvusta e.

Lause 7.2. Kaikilla ¢ > 0 on voimassa yliraja
Smn(2) < mnz'/OFe, (7.4)

TobisTus. Valitaan mielivaltainen € > 0. Funktio Z,,,,((s + 1)/2) on edel-

lisen lemman perusteella luokkaa O(mnl|t|'/?), kun ¢ = ¢. Toisaalta se on it-

seisesti suppenevana Dirichlet’n sarjana luokkaa O(1) suoralla 1/24-¢. Téten

Phragménin-Lindeldfin periaatteen 1.2 mukaan

s+1
2

kun e < o < 1/2+¢. Tamén jilkeen esitetdin S, ,(x) Perronin kaavan (1.24)

s (52| e

avulla kiyttden arvioissa hyviksi Weilin arviota (1.2):

| [U/2teHT 1N 25 1/2+e
7 21 Jijoge—iT 2 /s T

Tehd&dan oletus T < x ja siirretddn integrointi suoralle s = &. Siirrosta
koituu virhettii O(mnaz'/?+¢/T) verran. Integraali suoraa Rs = ¢ pitkin on
sen sijaan O(mnaTY/?). Valitaan nyt T = x'/3, jolloin kaikki kolme ordo-

termii ovat kooltaan O(mna'/6+¢). O

Huomautus 7.3. Edellisessd lemmassa ja itse pddlauseessa esiintyvaa riip-
puvuutta m:std ja n:std on myohemmin parannettu. Vuonna 1993 E. Yoshi-
da todisti, ettd yldrajana voidaan kayttaa tekijai \/W . Yleisemmiéssa ta-
pauksessa, jossa I korvataan jollain darellisindeksiselld I':n aliryhmalld, esiin

voidaan tuoda myo0s arvion riippuvuus tdméan ryhmén perusalueen mitasta.

Kuten ylldolevasta huomataan, myos Goldfeldin ja Sarnakin todistus kéyt-
taa hyodykseen Laplacen operaattorin spektraaliteoriaa, tosin kovin eri taval-
la. Goldfeld ja Sarnak eivit todista artikkelissaan S, ,(z):le tai Z,,,(s):lle
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m:sté ja n:sta riippuvaa arviota, ja edella esitetty todistus télle riippuvuudel-
le lienee uusi. Lisdksi lemman 7.1 todistuksessa resolventtioperaattori 0soi-
tetaan holomorfiseksi tukeutuen suoraan sen kompaktisuuteen automorfisten
kirkimuotojen avaruudessa. Goldfeld ja Sarnak osoittavat timan saman viit-
taamalla yleisiin Selbergin tyon [Se| tuloksiin.

Lause 7.2 voidaan yleistdd Kloostermanin summille, jotka liittyvit mieli-
valtaiseen I':n &drellisindeksiseen aliryhmédn. Talloin kuitenkin mukaan astu-
vat Dirichlet’n L-funktioiden poikkeuksellisten nollakohtien tavoin A:n mah-
dolliset poikkeukselliset ominaisarvot p; = s;(1 — s;),s; € (1/2,1). Néista
seuraa kaavaan (7.4) termeji a2 !
saktisti.

Kuitenkin luvuista s; tiedetdén runsaasti enemmén kuin L-funktioiden

, missé lukujen «; arvot tunnetaan ek-

poikkeuksellisista nollakohdista. Esimerkiksi I':n niin sanotuille kongruens-
sialiryhmille tunnetaan kvasi-Riemannin hypoteesin kaltainen ylaraja s; <
39/64, kun taas L-funktioiden poikkeuksellisille nollakohdille ei tunneta mi-
tddn ykkostd pienempéd ylarajaa. Erityisesti Riemannin hypoteesia vastaava
Selbergin olettama sanoo, ettd kongruenssiryhmien kohdalla poikkeuksellisia
ominaisarvoja ei ole olemassa, jolloin kaikki ominaisarvot sijaitsevat suoralla
Rs; =1/2.

Samoin kuin L-funktioiden teoriassa, ratkaisevan tirkeda lauseen 7.2 pa-
rannusten kannalta olisi tarkempien arvioiden saaminen Kloostermanin zeta-
funktiolle ¢:n kasvaessa vydssd 1/2 < ¢ < 1. Péinvastoin kuin L-funktioiden
tapauksessa, tillaisia tuloksia ei kuitenkaan tunneta. Syyné tdh&n on var-
masti osaltaan tutkimuksen vdhéisyys verrattuna L-funktioiden ympérilla
kiyvain kehitykseen.

Toisaalta poikkeuksellisista ominaisarvoista seuraava Kloostermanin zeta-
funktion navoista vapaa alue on nykytietojen valossa radikaalisti vastaavaa L-
funktioiden (ja erityisesti Riemannin zeta-funktion) nollakohtavapaata aluet-
ta suurempi. Taméa asia kertoo Kloostermanin summien tietysta erityisase-
masta lukuteoreettisten funktioiden sankassa joukossa ja niiden tehokkuu-

desta modernin lukuteorian tyckaluina.
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