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Lukijalle

Tama moniste on syntynyt Helsingin yliopiston tietojenkésittelytieteen laitoksella vuosina
1990-1993 pitdmieni luentojen pohjalta. Moniste antaa perustiedot siitd tietojenkéisittely-
teorian alasta, jolle on englanninkielessd vakiintunut nimi “Theory of Computation”, siis
automaattien, kielioppien, laskettavuuden ja laskennan vaativuuden teoriasta.

Taman aihepiirin kisittelyssa on valittavissa kaksi linjaa: joko pelkkd yleiskatsauksellinen
teorian tulosten ja sovellusesimerkkien esittely, tai sitten késitteiden huolellinen méaarittely
ja vditteiden todistaminen. Olen pitdnyt oman esitykseni tavoitteena padpiirteittdin jalkim-
méistd, kuitenkin siten, ettd olen yrittanyt yleistajuisin selityksin ja esimerkein havainnollis-
taa sitd, mikd on kulloistenkin teoreettisten kehittelyjen kaytanndéllinen merkitys.

Joissakin paikoin olen tdydellisyyden vuoksi, ja toivottavasti asiasta harrastuneiden ilah-
duttamiseksi, ottanut mukaan materiaalia, joka ei varsinaisesti ole kuulunut kurssin vaati-
muksiin. Nam4 tekstijaksot olen merkinnyt tdhdelld ().

Helsingissd, 14. joulukuuta 1993

Pekka Orponen
Tahan monisteen toiseen painokseen olen korjannut joukon ladontavirheitd ja muita vahaisia
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Luku 1

Laskennalliset ongelmat ja niiden
esittaminen

1.1 Laskennalliset ongelmat, merkkijonot ja kielet

Tamain monisteen aiheena ovat erdat laskennallisten ongelmien tasmalliset esitystavat, niiden
ominaisuudet ja hyviksikdytt6. Laskennallisella ongelmalla tarkoitetaan tassi yleisesti mita
tahansa tehtivia, joka voidaan mallintaa ratkaistavaksi digitaalisella tietokoneella: tillaisia
ovat esimerkiksi kokonaislukujen kertolasku, kirjastokortiston aakkostaminen, yrityksen pal-
kanlaskenta, tai yliopistollisen kurssin kurssitietojen yllipito. Yksi laskennallisen ongelman
mahdollinen esitystapa on sen ratkaiseva ohjelma — mutta monesti on tarvetta esityksil-
le, joissa ongelma on kuvattu abstraktimmin, ottamatta kantaa ohjelmallisen toteutuksen
yksityiskohtiin.

Jotta laskennallisten ongelmien ominaisuuksista ja esittdmisestd voitaisiin puhua tdsmél-
lisesti, kédsite on ensin formalisoitava, pyrkien kuitenkin mahdollisuuksien mukaan sailytta-
méan kaikki sen intuitiivisesti valttamattomit ominaisuudet. Kéisitteelle seuraavassa annet-
tava formalisointi perustuu kahteen havaintoon:

o Laskennallisissa ongelmissa voidaan yleensd erottaa potentiaalisesti dareton joukko ta-
pauksia (“sybtteitd”); ongelman ratkaisu on télldin algoritmi, joka littdd kuhunkin
tapaukseen sen oikean vastauksen (“tulosteen”). Esimerkiksi kokonaislukujen kertolas-
kuongelman tapauksia ovat kaikki mahdolliset kokonaislukuparit, annettuun tapauk-
seen liittyva vastaus on lukuparin tulo, ja ongelman ratkaisuksi kiy mika tahansa ylei-
nen kertolaskualgoritmi.

o Koska tietokoneet ovat rajallisia laitteita, on luontevaa vaatia, ettd kukin yksittdinen
tapaus ja sen vastaus ovat ddrellisesti esitettdvid. Konkreettisesti voi ajatella, etta
tapaukset ja niiden vastaukset esitetidn viime kiddessd koneen keskus- tai tukimuis-
tin tiloina, so. bittijonoina. Tapauksia voi olla potentiaalisesti dadretén maard, aina
isompien ja isompien koneiden kasiteltaviksi, mutta kukin yksittdinen ongelman tapaus
pitda voida esittdd jonkin darellisen koneen ratkaistavaksi.

Téaman tarkastelun perusteella tismennetddn alustavasti, ettd laskennallinen ongelma on
kuvaus ddrellisesti esitettivien tapausten joukosta ddrellisesti esitettdvien vastausten joukkoon!.

! Aivan kaikkia tietokoneiden tehtivii ei voida formalisoida niin yksinkertaisesti. Ensinnikin voi annet-



2 LUKU 1. LASKENNALLISET ONGELMAT JA NIIDEN ESITTAMINEN

Seuraavaksi on tarkasteltava sitd, mita tarkkaan ottaen tarkoitetaan ongelman tapaus-
ten ja vastausten “darellisilla esityksilla”. Edelld jo viitattiin siihen, ettd kaikki tietokoneen
kasittelema tieto on viime kiddessa voitava koodata bittijonoiksi. Monesti on kuitenkin luon-
tevaa sallia koodaukseen kidytettdvin my6s muita merkkejd kuin 0 ja 1 (muut merkit voidaan
tietenkin tarvittaessa edelleen esittdd bittijonoina). Niinpd médritellddn tdssd “dérellisen
esityksen” tarkoittavan jonkin aakkoston merkkijonoa.

Seuraavassa on lueteltu joitakin merkkijonoihin liittyvid peruskisitteitd ja merkintoja:

o Aakkosto (engl. alphabet, vocabulary) on mika tahansa darellinen, epdtyhja joukko al-
keismerkkejd t. symboleita. Tarkeita aakkostoja ovat esimerkiksi binddriaakkosto {0,1}
ja latinalainen aakkosto {A,B,...,Z}.

o Merkkijono (engl. string) on ddrellinen jarjestetty jono jonkin aakkoston merkkejd. Esi-
merkiksi “01001” ja “000” ovat binddriaakkoston merkkijonoja, ja “LTE” ja “XYZZY”
ovat latinalaisen aakkoston merkkijonoja.

o Merkkijonon z pituutia, so. siithen sisiltyvien merkkien maarda, merkitdan |z|:114. Esi-
merkiksi:

01001] = |XYZZY| =5,  ]000| = |OTE| = 3.

e FErikoistapaus minka tahansa aakkoston merkkijonojen joukossa on tyhjd merkkijono,
jonka paikka havaittavuuden parantamiseksi usein osoitetaan erikoismerkilla A. Tyhjan
merkkijonon pituus on tietenkin |A| = 0.

e Merkkijonojen vilinen perusoperaatio on katenaatio eli jonojen perdkkiin kirjoittami-
nen. Katenaation operaatiomerkkind kiytetdan joskus selkeyden lisadmiseksi symbo-
lia ~. Esimerkkeja:

(i) KALA"KUKKO = KALAKUKKO;
(i) jos & = 00 ja y = 11, niin 2y = 0011 ja yz = 1100;
(iii) kaikilla 2 on zA = Az = z;

(iv) kaikilla z, y on |zy| = |z| + |y|.

o Aakkoston ¥ kaikkien merkkijonojen joukkoa merkitian ¥*:lla. Esimerkiksijos ¥ = {0,1},
niin ¥* = {A,0,1,00,01,10,...}.

Laskennallisia ongelmia voidaan siis tarkastella yleisesti kuvauksina
TX — I,

missi Y ja T oval aakkostoja®.

tuun ongelman tapaukseen liittya useita kelvollisia vastauksia, jolloin ongelman esittamiseen tarvitaan funk-
tion sijaan yleisempi relaatio. Tama ei ole merkittava laajennus. Mielenkiintoisemman formalisointihaasteen
tarjoavat sellaiset “reaktiiviset” jarjestelmit, joiden toiminta on jatkuvaa (kadyttdjirjestelmat, prosessinoh-
jaus, robotit). Niidenkin toimintaa voidaan tosin tarkastella jonona kuvauksenomaisia osatehtivii, mutta
toiminnan jatkuvuus tuo sen formalisointiin lisapiirteita.

2Enti jos kaikki joukon ©* merkkijonot eivit luontevasti vastaa tarkasteltavan “oikean” ongelman ta-
pauksia, vaan jotkut ovat intuitiivisesti “syntaksivirheellisia”? Yksinkertaisin ratkaisu tassa tilanteessa on
olettaa, etta aakkostossa I' on jokin erityinen “syntaksivirhemerkki” L, ja kuvata kaikki ¥*:n virheelliset jonot
merkkijonolle 1.
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Térked laskennallisten ongelmien aliluokka ovat pddtésongelmat (engl. decision problems),
joissa kunkin ongelman tapauksen vastaus on yksinkertaisesti “kylla” tai “ei”, so. formaa-
listi ongelma on muotoa 7 : ¥* — {0,1}. Esimerkiksi piddtosongelma “onko annettu luku

alkuluku?” voidaan esittaa aakkoston ¥ = {0,1,2,...,9} kuvauksena

1, jos z on alkuluku;

1% = {01}, w(e) = { 0,

jos x ei ole alkuluku.
Jokaista padatosongelmaa 7 : ¥* — {0, 1} vastaa merkkijonojoukko
Ay = {o e x| n(a) =1},

so. niiden ongelman tapausten joukko, joihin vastaus on “kylla”, ja kddantden jokaista merk-
kijonojoukkoa A C ¥* vastaa padtésongelma

1, josz € A;

AN — {0,1}, 7r,4(w)={ 0, josux¢ A.

Mielivaltaista merkkijonojoukkoa A C X* sanotaan aakkoston ¥ (formaaliksi) kieleks:
(engl. formal language), ja sithen liittyvdd pddtosongelmaa 74 sanotaan kielen A tunnis-
tusongelmaksi (engl. recognition problem). Kielen ja sen tunnistusongelman vastaavuuden
kautta voidaan formaalit kielet ja padtosongelmat samaistaa toisiinsa.

1.2 Laskennallisten ongelmien ratkeavuus

Sanotaan, ettd jollakin ohjelmointikielelld (esim. Pascal) kirjoitettu ohjelma P ratkaisee las-
kennallisen ongelman 7, jos kullakin sy6tteelld z ohjelma P laskee ja tulostaa arvon m(z).
On luonnollista kysya, voidaanko kaikki mahdolliset laskennalliset ongelmat ratkaista Pascal-
ohjelmilla. Tadméan kysymyksen selvittdmiseksi tarkastellaan ensin kysymystd miten paljon
laskennallisia ongelmia kaikkiaan on olemassa. Seuraavat joukkojen mahtavuuden kisitteet
oletetaan padpiirteissian ennestdan tutuiksi.

Maaritelma 1.1 Airetén joukko X on numeroituva, jos on olemassa bijektio f: N — X.
Adreton joukko, joka ei ole numercituva on ylinumeroituva. Sanotaan yksinkertaisuuden
vuoksi, ettd myos darelliset joukot ovat numeroituvia.

Intuitiivisesti sanoen adretén joukko X on numerocituva, jos sen alkiot voidaan jirjestad ja
indeksoida luonnollisilla luvuilla: X = {zo,z1,z2,...}.

Lause 1.1 Minkd tahansa aakkoston ¥ merkkijonojen joukko X* on numeroituvasti ddreton.

Todistus. Muodostetaan bijektio f : N — Y* seuraavasti. Olkoon ¥ = {ay,as,...,a,}.
Kiinnitetdan ¥:n merkeille jokin “aakkosjarjestys”; olkoon se a1 < ag < -+ < ay,.

Joukon ¥* merkkijonot voidaan nyt luetella valitun aakkosjdrjestyksen suhteen kanoni-
sessa jarjestyksessd (engl. canonical t. lexicographic order) seuraavasti:

(i) ensin luetellaan 0:n mittaiset merkkijonot (= M), sitten 1:n mittaiset (= a1, as,...,a,),
sitten 2:n mittaiset jne.;

(ii) kunkin pituusryhmén sisilld merkkijonot luetellaan aakkosjarjestyksessa.
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Bijektio f on siis:

0 — A
— (Ll
2 as

n -|- 1 — a1aq
n + 2 a1ay
2n —  aia,

2n+1 +— agaq

3n —  asay,

n2+n = Uy Gy,
n2-|—n-|—1

n4n+2 — ajaias

1

a1a1aq

O

Syntaktiselta kannalta myds milld tahansa ohjelmointikielella kirjoitetut ohjelmat ovat
vain kielen perusaakkoston (esim. Pascalissa ASCII-merkiston) merkkijonoja. Lauseen 1.1
mukaan minkd tahansa aakkoston merkkijonojen joukko on numeroituvasti dareton, ja on
helppo todeta, ettd numeroituvan joukon osajoukot ovat myo6s numeroituvia. Siten milla
tahansa ohjelmointikielelld mahdollisten ohjelmien joukko on numeroituva.

Seuraavan lauseen mukaan kuitenkin kaikkien laskennallisten ongelmien joukko on ylinume-
roituva. Laskennallisia ongelmia on siis tietyssd mielessd “enemméan” kuin niiden mahdollisia
ratkaisuja, ja siksi millddn ohjelmointikielelld ei voida laatia ratkaisuja kaikille laskennallisille
ongelmille.

Lause 1.2 Minkd tahansa aakkoston ¥ pddtésongelmien joukko (ja siis myds yleisemmin
laskennallisten ongelmien joukko) on ylinumeroituva.

Todistus (ns. Cantorin diagonaaliargumentti). Merkitddn kaikkien ¥:n paatésongelmien ko-
koelmaa IT:114:
II = {n | 7 on kuvaus ¥* — {0,1}}.
Oletetaan, ettd II olisi numeroituva, so. ettd olisi olemassa kaikki II:n ongelmat kattava
numerointi:
I = {7‘[‘0, 1,72y« }

Olkoot ¥*:n merkkijonot edellisen todistuksen kanonisessa jarjestyksessa lueteltuina zq, 1, 23, . . ..

Muodostetaan uusi paatosongelma 7 seuraavasti:

R . 1, jos mi(x;) = 0;
. * —
73 — {0,1}, T(z) = { 0, jos mi(wi) = 1.
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Koska © € II ja II:n numerointi oletettiin kattavaksi, pitéisi olla # = 7 jollakin k& € N.
Mutta talloin olisi 7:n maaritelman mukaan

=

0;
1.

=

1, jos mp(axg) = 7(zg)
Tk

w(ay) = { 0, jos mip(zk) = 7(zk)

Saadun ristiriidan takia oletus, ettd joukko I on numeroituva, ei voi pitdd paikkaansa.

Kuvallisesti todistuksen idea voidaan esittdd seuraavasti: jos muodostetaan taulukko on-
gelmista mg, 71, T2, . .. ja merkkijonoista zg, z1, z9, ..., niin ongelma 7 poikkeaa kustakin on-
gelmasta 7; taulukon “diagonaalilla”:

T
N | o )1 T2 3

1
0
s 0 A 0 0
0
| 1 1 41
1

O

Lauseiden 1.1 ja 1.2 mukaan siis kaikista laskennallisista ongelmista voidaan esimerkiksi
Pascal-ohjelmilla ratkaista vain hdvidvan pieni osa (nimittdin ylinumeroituvan joukon nu-
meroituva osajoukko). Tatd hdmmentdvad tulosta kohtaan voidaan yrittdd esittdd kaksi
vastavaitetta:

1. Entd ratkeavuus kaikilla ohjelmointikielilli yhteensi? Ehka kukin laskennallinen ohjel-
ma voidaan ratkaista jollakin ohjelmointikielelld: jos ei Pascalilla, niin C:113, LISPilla,
Prologilla, tai jollakin olioperustaisella kielella.

Itse asiassa osoittautuu, ettd kaikki “riittdvan vahvat” ohjelmointikielet maarittavat
tdsmaélleen saman ratkeavien ongelmien luokan. T&td ns. Churchin—Turingin teesid
kidsitelldadn lisid monisteen luvussa 6; tulos perustuu sithen, ettd milld tahansa riitta-
van vahvalla ohjelmointikielelld voidaan kirjoittaa kddntaja (oik. tulkkiohjelma) mille
tahansa toiselle ohjelmointikielelle. Siten useimmat laskennalliset ongelmat ovat abso-
luuttisesti ratkeamattomia.

2. Ehka edelld on vain madaaritelty “laskennallisen ongelman” késite lilan yleisesti; ehka
kaikki intuitiivisesti mielenkiintoiset ongelmat ovat kuitenkin ratkeavia?

Tamakddn el valitettavasti pidd paikkaansa. Todistettavasti ratkeamattomiin ongelmiin
tormatadn esimerkiksi ohjelmointikielten teoriassa ja tekodlytutkimuksessa jatkuvasti.
Tunnetuin esimerkki konkreettisesta ratkemattomasta ongelmasta on ns. pysdhtymison-
gelma (engl. halting problem). Tédmén ongelman tapauksen muodostavat annettu ohjel-
ma P ja sen sylte z; tehtdvana on ratkaista, pysdhtyykoé P:n laskenta syotteelld z, vai
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jaako se ikuiseen silmukkaan. Monisteen luvussa 6 annetaan tyokaluja timéan tapaisten
yksittaisten ongelmien todistamiseen ratkeamattomiksi ja esitetddn lisid esimerkkeja
tastd merkillisestd ilmiostis.

Liite: Vakiintuneita merkintatapoja

Vaikka matemaattisille kidsitteille kidytetyt merkinndt ovatkin periaatteessa vapaasti valit-
tavissa, on esityksen ymmaéarrettavyyden parantamiseksi tapana pitdytya tietyissd kaytdn-
noéissd. Aakkostoihin ja merkkijonoihin liittyville késitteille ovat seuraavat merkintatavat
vakiintuneet:

o Aakkostot: ¥, IT', ... (isoja kreikkalaisia kirjaimia).
Fsimerkki: bindariaakkosto ¥ = {0,1}.

o Aakkoston koko (tai yleisemmin joukon mahtavuus): |X.

o Alkeismerkit: a, b, ¢, ...(pienid alkupdin latinalaisia kirjaimia).
FEsimerkki: olkoon ¥ = {aq,...,a,} aakkosto; talloin |X| = n.

e Merkkijonot: u, v, w, &, y, ...(pienid loppupdin latinalaisia kirjaimia).
e Merkkijonojen katenaatio: 27y tai vain zy.

o Merkkijonon pituus: |z|. Esimerkkejd:
(i) labe| = 3;
(ii) olkoon & = ay ...am, y = by...by,; talloin |zy| = m + n.
e Tyhja merkkijono: A.
e Merkkijono, jossa on n kappaletta merkkid a: a™. Fsimerkkejd:

(i) " =ga...q;
N —
n kpl
(i) @b/ c?| =i+ + k.

e Merkkijonon z toisto k kertaa: z*. Esimerkkeji:
(i) (ab)?® = abab;
(ii) |=*| = k|=|.

e Aakkoston ¥ kaikkien merkkijonojen joukko: X*.
Fsimerkki: {a,b}* = {\,a,b, aa,ab,ba,bb, aca,aabd,...}.

*Todettakoon, etti pysihtymisongelma voidaan ratkaista “osittain” yksinkertaisesti suorittamalla annettu
P syotteella z, jolloin pysahtyminen voidaan havaita; mutta mikaan aarellisessi ajassa toimiva algoritmi ei
pysty kaikilla P ja z selvittamaan, milloin P:n laskenta z:1la e:i pysahdy. Kaikkia ongelmia ei voida ratkaista
edes tdssd mieless osittain. Esimerkki vaikeammasta ongelmasta on ns. totaalisuusongelma (engl. total halting
problem): pysdhtyykd annetun ohjelman P laskenta kaikilla syotteilld =7 Siten on sita jo ensimmaisella
ohjelmointikurssilla korostettavaa kelvollisen ohjelman perusominaisuutta, etta ohjelma ei saa joutua ikuiseen
silmukkaan, taysin mahdoton tarkastaa automaattisesti.
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Asrelliset automaatit ja

saannolliset kielet

2.1 Tilasiirtymakaaviot ja -taulukot

Tésséd toisessa luvussa siirrytdan yleisestd laskennallisten ongelmien tarkastelusta tutkimaan
erditd luonnollisia ongelmien kuvausformalismeja: sitd, miten naitd voidaan kayttad ongel-
mien ratkaisun perustana, ja mita rajoituksia niilld on.

Yksinkertaisimpia laskentajirjestelmia ovat sellaiset, joilla on vain darellisen monta mah-
dollista tilaa. Téllaisen jirjestelmédn toiminta voidaan kuvata ddrellisend automaatting (engl.
finite automaton). Asrellisilli automaateilla puolestaan on useita vaihtoehtoisia esitystapoja,
joista tilasiirtymdkaaviot (engl. state transition diagrams) lienee havainnollisin.

Esimerkiksi kuvassa 2.1 on esitetty yksinkertaisen, kahden markan hintaista kahvia tar-
joavan kahviautomaatin toimintaa kuvaava tilasiirtyméikaavio. Kaavioesityksessd kaytettyja
merkintoja on selostettu kuvassa 2.2. Automaatti ottaa vastaan syétteend jonon 50 pennin
ja yhden markan rahoja, ja “hyviksyy” sy6tejonon, jos sithen sisiltyvien rahojen summa
on vahintddn kaksi markkaa. Automaatti ei anna vaihtorahaa ja tarjoilee vain yhdenlaista
kahvia.

Pidtosongelmanikokulmasta voidaan ajatella, ettd kuvan 2.1 automaatti ratkaisee ongel-
man “riittivitks annetut rahat kahvin ostamiseen?” Airellisii automaatteja voidaan yleensi-

Kuva 2.1: Yksinkertaisen kahviautomaatin tilasiirtymékaavio.
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Automaatin tila nimeltd ¢

8
. Alkutila

Lopputila: automaatti “hyvaksyy” syotejonon,
joss se jonon loppuessa on tillaisessa tilassa

a @ Syotemerkin a aikaansaama siirtyma

tilasta ¢ tilaan g9

Kuva 2.2: Tilasiirtymakaavioiden merkinnéat.

Kuva 2.3: Etumerkittomat reaaliluvut tunnistava automaatti.

kin kayttad yksinkertaisten paatosongelmien ratkaisujen mallintamiseen. Automaattimallista
on muitakin kuin 0/1-arvoisten funktioiden kuvaamiseen tarkoitettuja versioita (ns. Moore-
ja Mealy-automaatit), mutta niitd ei kisitelld tdssd monisteessa.

Toisena esimerkkind tarkastellaan kuvassa 2.3 esitettyd automaattia, joka tutkii, onko
syOotteend annettu merkkijono Pascalin syntaksin mukainen etumerkiton reaaliluku. Auto-
maatin esityksessd on kaytetty lyhennettd digit merkkijoukolle {0,1,...,9}.

Adrellinen automaatti voidaan esittii myo6s tilasiirtymdataulukkona (engl. state transition
table), joka kuvaa automaatin uuden tilan vanhan tilan ja sy6temerkin funktiona. Esimerkiksi
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digit

digit @
w

Kuva 2.4: Adrellisen automaatin varustaminen virhetilalla.

kuvan 2.3 automaatin tilasiirtymataulukkoesitys olisi:

digit| . | E |+ | —
— Qo q1
= @ |92 94
q2 q3
— 43 q3 q4
qa | Qs qs | g5
qs ds
— gs ds

Tilasiirtymataulukon tyhjit paikat, tai vastaavasti tilasiirtymakaavion “puuttuvat” kaa-
ret, kuvaavat automaatin virhetilanteita. Jos automaatti ohjautuu tallaiseen paikkaan, syo-
tejono ei kuulu automaatin hyviksyméain joukkoon. Muodollisesti voidaan ajatella automaa-
tissa olevan erityinen virhetila error, jota ei vain kaavion selkeyden vuoksi merkitd nakyviin.
Esimerkiksi kuvan 2.3 automaatin taydellinen kaavioesitys olisi talloin kuvan 2.4 mukainen,
ja taulukkoesitys seuraavanlainen:

digut . E + -
— Qo ¢q1 | error | error | error | error
— ¢ ¢ ) qs | error | error
— qs g6 | error | error | error | error
ETTOT | ETTOT | ETTOT | ETTOT | €TTOT | €TTOT

2.2 Adrellisiin automaatteihin perustuva ohjelmointi

Annetun &darellisen automaatin pohjalta on helppo laatia automaatin toimintaa vastaava
ohjelma. Esimerkiksi kuvan 2.3 automaatin perusteella voitaisiin ohjelmoida seuraavanlainen
testi sille, onko syotteend annettu merkkijono Pascal-kielen syntaksin mukainen reaaliluvun
esitys:



10 LUKU 2. AARELLISET AUTOMAATIT JA SAANNOLLISET KIELET

Kuva 2.5: Etumerkilliset kokonaisluvut tunnistava automaatti.

digits :== [?07,...,°9°];

q:=0;
¢ := gelchar, {Funktio getchar palauttaa syotevirran
while ¢ <> eof do seuraavan merkin.}
begin
case ¢ of
0: if ¢ in digits then ¢ := 1
else ¢ := 99;

1: if ¢ in digits then ¢ := 1
else if c = .’ then ¢ := 2
else if ¢ = ’E’ then ¢ := 4
else ¢ := 99;

99:

end case;

¢ := getchar

end while;

if¢g=1o0r ¢=3or ¢ =6 then writeln(’SYOTE ON REAALILUKU’)
else writeln(’SYOTE EI OLE REAALILUKU’).

Adrellisten automaattien pohjalta laadittuihin ohjelmiin voidaan littid “syntaktisen”
merkkijonon oikeellisuuden testaamisen rinnalle myo6s “semanttisia” toimintoja. Tarkastel-
laan esimerkkind kuvassa 2.5 esitettya, Pascal-kielen syntaksin mukaisia etumerkillisid ko-
konaislukuja tunnistavaa direllistd automaattia. (Kuvassa on kdytetty lyhennysmerkintdd d
merkkijoukolle {0,1,...,9}.)

Tami automaatti voidaan toteuttaa ohjelmana edellisen esimerkin tapaan:

digits :== [?0?,...,°9°];
q:=0;
¢ := gelchar;
while ¢ <> eof do
begin
case ¢ of
0: ife=’+"orc="-"thenq:=1
else if ¢ in digits then ¢ := 2
else ¢ := 99;
1: if ¢ in digits then ¢ := 2
else ¢ := 99;
2: if ¢ in digits then ¢ := 2
else ¢ := 99;
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99:
end case;
¢ := getchar
end while;
if ¢ = 2 then {OK}
else writeln(’'VIRHEELLINEN LUKU’).

Toteutukseen voidaan nyt helposti liittdd esimerkiksi syotteend saadun luvun arvon las-
kevat operaatiot (merkitty seuraavassa “—”-merkilld):

digits := [°0°,...,°9°];
— sgn:= 1; val := 0; {sgn = etumerkki, val = luvun itseisarvo}
q:=10

¢ := gelchar;
while ¢ <> eof do

begin
case ¢ of
0: ifc="’+’ thenq:=1
else if ¢ = ’-’ then
— begin sgn := —1; ¢ := 1 end
else if ¢ in digits then
begin
— val = ord(c) — ord(’0?);
q:=2
end
else ¢ := 99;
1: if ¢ in digits then
begin
— val := ord(c) — ord(’0’);
q:=2
end
else ¢ := 99;
2: if ¢ in digits then
begin
— val := 10 * val + (ord(c) — ord(?0?));
q:=2
end
else ¢ := 99;
99:
end case;

¢ := gelchar;
end while;
— if ¢ = 2 then writeln(’LUVUN ARVO ON ’, sgn * val)
else writeln("VIRHEELLINEN LUKU’).
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sy6tenauhaz| 1 |n | p|u |t

nauhapia:
G =92
ohjausyksikko: QO
)

Kuva 2.6: Airellinen automaatti.

2.3 Adjrellisen automaatin kisitteen formalisointi

Jotta ddrellisen automaatin kasitteen tarjoamat mahdollisuudet voitaisiin taysin hyodyn-
td4d ja sen rajoitukset saataisiin selville, kdsite taytyy formalisoida. Formalisointi perustuu
seuraavaan mekanistiseen malliin automaatista ja sen toiminnasta (ks. kuva 2.6): ddrellinen
automaatti M koostuu airellistilaisesta ohjausyksikostd, jonka toimintaa sditelee automaa-
tin siirtymdfunktio 6, sekd merkkipaikkoihin jaetusta sydtenauhasta ja ndmé yhdistavasta
nauhapddstd, joka kullakin hetkelld osoittaa yhtd syotenauhan merkkii!.

Automaatti kiynnistetaan erityisessd alkutilassa qq, siten etta tarkasteltava syote on kir-
joitettuna syGtenauhalle ja nauhapidd osoittaa sen ensimmaistd merkkia.

Yhdessa toiminta-askelessa automaatti lukee nauhapaan kohdalla olevan syGtemerkin,
padttad ohjausyksikén tilan ja luetun merkin perusteella siirtyméafunktion mukaisesti oh-
jausyksikén uudesta tilasta, ja siirtda nauhapaita yhden merkin eteenpain.

Automaatti pysdhtyy, kun viimeinen syotemerkki on kisitelty. Jos ohjausyksikén tila
talloin kuuluu erityiseen (hyvdksyvien) lopputilojen joukkoon, automaatti hyvdksyy syotteen,
muuten hylkdd sen.

Automaatin tunnistama kieli on sen hyviaksymien merkkijonojen joukko.

Tasmallisesti, mekanistisia rinnastuksia kayttamatta, ndma kasitteet voidaan muotoilla
seuraavasti:

Maaritelma 2.1 Adrellinen automaatti (engl. finite automaton) on viisikko
M =(Q,%,6,q,F),
missa
e () on automaatin tilojen (engl. states) dérellinen joukko;
e ¥ on automaatin sydteaakkosto (engl. input alphabet);
e §:( x X — @ on automaatin siirtymdfunktio (engl. transition function);
e ¢y € @ on automaatin alkutila (engl. initial state);

e F'C @ on automaatin (hyviksyvien) lopputilojen (engl. accepting final states) joukko.

! Airellisen automaatin ydin on sen “ohjelma”, siirtymafunktio 6. Edella esitetyt tilasiirtymakaaviot ja
-taulukot ovat juuri taman siirtymafunktion vaihtoehtoisia esitystapoja.
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Esimerkiksi kuvassa 2.3 esitetyn etumerkittémié reaalilukuja tunnistavan automaatin for-
maali esitys olisi:

M= ({q07 e .,q6,e7‘7’0'r},{0,1,. -9, ’E’+’_}767 qu{qlaqi’an})a

missd & on kuten taulukossa sivulla 9 on esitetty; esimerkiksi
6((]070) = 6((]07 1) == 5(%79) =41,

6(QO7 ) = €rror, 5((]17 ) = q2, ‘5((]17E) = qa jne'

Automaatin tilanne (engl. configuration) on pari (¢, w) € @ X ¥*; erityisesti automaatin
alkutilanne sydtteelld x on pari (qo, ). Tilanteen (¢, w) intuitiivinen tulkinta on, ettd ¢ on
automaatin tila ja w on syotemerkkijonon jiljelld oleva, so. nauhapidista oikealle sijaitseva
osa.

Tilanne (¢, w) johtaa suoraan tilanteeseen (¢’,w’), merkitdan

(¢:0) - (¢, 0,

joson w = aw' (a € ¥) ja ¢' = §(¢q,a). Télldin sanotaan myds, ettd tilanne (¢, w’) on tilan-
teen (¢, w) vdlitén seuraaja (engl. immediate successor). Relaation | intuitiivinen tulkinta
M

on, ettd automaatti ollessaan tilassa ¢ ja lukiessaan nauhalla olevan merkkijonon w = aw’
ensimmaisen merkin «a siirtyy tilaan ¢’ ja siirtdd nauhapaiti yhden askelen eteenpiin, jol-
loin nauhalle jai merkkijono w’. Jos automaatti M on yhteydesti selvi, relaatiota voidaan
merkita yksinkertaisesti

(¢, w) F (¢, w").

Tilanne (¢, w) johtaa tilanteeseen (¢',w'), tai tilanne (¢', w’) on tilanteen (¢, w) seuraaja
(engl. successor), merkitadn

(¢ w)E*(¢', w'),
M
jos on olemassa vilitilannejono (qo, wo), (¢1,w1), ..., (qn,wy), n > 0, siten ettd
(¢, w) = (g0, wo) F (g1, w1) F -+ F (¢n, wn) = (¢, 0').
M M M

Erikoistapauksena n = 0 saadaan (¢, w)"(¢, w) milld tahansa tilanteella (¢, w). Jilleen, jos
M

automaatti M on yhteydestd selvd, merkitddn yksinkertaisesti
(¢,w) " (¢, w').
Automaatti M hyvdksyy (engl. accepts) merkkijonon 2 € ¥*, jos on voimassa

(qo,m);*(qf, A) jollakin ¢y € F

muuten M hylkdd (engl. rejects) z:m. Toisin sanoen: automaatti hyviksyy z:n, jos sen
alkutilanne syotteelld x johtaa, syotteen loppuessa, johonkin hyviksyvaan lopputilanteeseen.
Automaatin M tunnistama kieli (engl. language recognized by M) méadaritellaan:

L(M)={zex| (qo,m);*(qf,/\) jollakin ¢5 € F}.
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Esimerkkiné tarkastellaan merkkijonon “0.25E2” kisittelyd kuvan 2.3 mukaisella reaali-

lukuautomaatilla:
(¢0,0.25E2) + (q1,.25E2) (g2, 25E2)

l_
" (q;g, 5E2) " (q;g, E2)
+ (q472) + (%7/\)

Koska ¢ € F' = {¢q1,93,¢s}, on siis 0.26E2 € L(M).

2.4 Adrellisten automaattien minimointi

Annetun darellisen automaatin kanssa ekvivalentin (so. saman kielen tunnistavan), mutta
tilam&araltadn minimaalisen automaatin muodostaminen on sekda kaytannossa ettd teoreet-
tiselta kannalta erittdin tarked tehtava.

Tehtdva voidaan ratkaista seuraavassa esitettdvalld tehokkaalla menetelmalla. Menetel-
man perusideana on pyrkia samaistamaan keskendan sellaiset syotteena annetun automaatin
tilat, joista lahtien automaatti toimii tdsméilleen samoin kaikilla merkkijonoilla.

Téasmallisemmin sanoen: olkoon

M= (Qv 2767 490, F)
jokin aarellinen automaatti. Merkintojen yksinkertaistamiseksi laajennetaan automaatin siir-

tymafunktio yksittaisista syotemerkeistd merkkijonoihin: jos ¢ € z € ¥* merkitaan
y y y ] JOos ¢ , ,

6*(q,z) = se ¢ €Q, jolla (q,x)l—*(q’,)\).

M

Automaatin M tilat ¢ ja ¢’ ovat ekvivalentit, merkitaan

!

9=q,
jos kaikilla 2 € ¥* on
6*(q,z) € F jos ja vain jos 6*(¢',z) € F;

toisin sanoen, jos automaatti ¢:sta ja ¢':sta lahtien hyvaksyy tdsmalleen samat merkkijonot.
Maaritellaan myos lievempi k-ekvivalenssiehto: tilat ¢ ja ¢’ ovat k-ekvivalentit, merkitaan

jos kaikilla z € ¥*, |z| <k, on
6*(q,z) € F jos ja vain jos 6*(¢',z) € F;

toisin sanoen, jos mikadn enintadn k:n pituinen merkkijono ei pysty erottamaan tiloja toisis-
taan.
[lmeisesti on:

0
(i) g=¢ joss sekd q ettid ¢’ ovat lopputiloja
tal kumpikaan ei ole; ja (2.1)
(i) ¢=¢ joss ¢q=¢ kaikilla k =0,1,2,...
Seuraava minimointialgoritmi perustuu sy6tteend annetun automaatin tilojen k-ekviva-
lenssiluokkien hienontamiseen (k 4 1)-ekvivalenssiluokiksi kunnes saavutetaan tdysi ekviva-
lenssi.
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Algoritmi 2.1 (Aarellisen automaatin minimointi)

Syéte: Aarellinen automaatti M = (Q,%,6,q0, F).
Tulos: M kanssa ekvivalentti dérellinen automaatti M , jossa on minimimaira tiloja.

Menetelmd:

1. [Turhien tilojen poisto.] Poista M:std kaikki tilat, joita ei voida saavuttaa tilasta
go milladn syotemerkkijonolla.

2. [0-ekvivalenssi.] Osita M:n jaljelle jadneet tilat kahteen luokkaan: ei-lopputiloihin
ja lopputiloihin.

3. [k-ekvivalenssi — (k + 1)-ekvivalenssi.] Tarkastele M:m tilasiirtymien kdyttdyty-

mistd muodostetun osituksen suhteen: jos tilasiirtyméat ovat taysin yhteensopivia
osituksen kanssa, so. jos samaan luokkaan kuuluvista tiloista siirrytddn samoilla
merkeilld aina samanluokkalsnn tilothin, niin algoritmi paattyy ja minimiautomaa-
tin M tiloiksi tulevat muodostuneet M:n tiloj jen luokal. M siirtyméafunktio saa-
daan M :n siirtyméfunktiosta, joka oletuksen mukaan on yhteensopiva syntyneen
luokituksen kanssa. M:mn alku- ja lopputilat maardytyvat samoin M:n alku- ja
lopputilojen perusteella.
Jos taas osituksen luokat sisaltdvat keskenddn eri lailla kdyttdytyvia tiloja, hienon-
na ositusta edelleen jakamalla kunkin luokan sisdlla erityyppiset tilat eri luokkiin.
Palaa suorittamaan askel 3 uudestaan; muista erityisesti toistaa tilasiirtymatar-
kastelu uuden osituksen suhteen.

On melko helppo osoittaa, ettd askelen 3 (k + 1)mnen suorituskerran (k = 0,1,...) alus-
sa kaksi tilaa kuuluu samaan muodostetun osituksen luokkaan, jos ja vain jos ne ovat k-
ekvivalentteja. Tastd seuraa edelleen, ettd algoritmin suorituksen padttyessd, kun ositus ei
enad hienone, muodostuneet tilaluokat ovat tdsmailleen M:n tilojen =-ekvivalenssiluokat (vrt.
ominaisuus (2.1.ii)). Algoritmin suoritus padttyy valttimattd aina, silld kullakin askelen 3
suorituskerralla, viimeistd lukuunottamatta, vahintadn yksi tilaluokka ositetaan pienemmak-
si.

Esimerkkind algoritmin toiminnasta tarkastellaan kuvan 2.7 automaatin minimointia. FEn-
simmaisessd vaiheessa automaatista poistetaan tila 6, johon ei padsta milladn merkkijonolla.
Toisessa vaiheessa ositetaan automaatin tilat 1-5 ei-lopputiloihin (luokka I) ja lopputiloihin
(luokka II), ja tarkastetaan siirtymien kdyttdytyminen osituksen suhteen:

a b

I: — 1|271]3,1

4,11 2,1

3021 3,1

M: «— 43,1 |51
— 5| 1,1 |4,1I
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Kuva 2.8: Minimiautomaatti J/\Z

Luokassa I on nyt kahdentyyppisid tiloja ({1,3} ja {2}), joten ositusta tdytyy hienontaa
ja tarkastaa siirtymé&t uuden osituksen suhteen:

a b
. — 1|21 3,1

2,11 | 3,1
In - 9 | 4,111 | 2,11

Ml: « 4] 3,1 |51
— 5| 1,1 |4,101

Nyt kunkin luokan sisdltamét tilat ovat keskendan samanlaisia, joten minimointialgoritmi
paattyy; saatu minimiautomaatti on esitetty tilasiirtymékaaviona kuvassa 2.8.
Todistetaan vield Algoritmin 2.1 oikeellisuutta koskeva keskeinen tulos:

Lause 2.1 Algoritmi 2.1 muodostaa annetun ddrellisen automaatin M kanssa ekvivalentin
ddrellisen automaatin M, jossa on minimimddrd tiloja. Tdmd automaatti on tilojen ni-

medmistd paitst yksikdsitteinen.
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* Todistus. Sivuutetaan suoraviivainen ekvivalenssitarkastelu ja keskitytian muodostetun
automaatin minimaalisuuteen ja yksikisitteisyyteen.
Olkoon siis algoritmin tuottama automaatti

M= (szlvéquvF)v
ja olkoon

M= (Q72767q~07F)
toinen M:n kanssa ekvivalentti automaatti, jolla |Q| < |Q|. Automaatin M minimaalisuus
ja (rakenteellinen) yksikasitteisyys tulee todistetuksi, jos voidaan muodostaa tilojen vastaa-

vuuskuvaus ) )
[:Q—Q,
jolla on se ominaisuus, etti kaikilla § € Q, a € ¥ on
[(8(d,0)) = 6(f(d), a). (2.2)

Téllainen kuvaus on valttamatta surjektio, koska Mssa ei ole saavuttamattomia tilojaZ,
ja koska se on surjektio ja |Q| < |Q], se on myds injektio; siis bijektio ja isomorfismi.
__ Muodostetaan kuvaus f yksinkertaisesti seuraavasti: olkoon ¢ € Q jokin automaatin
M tila ja 2z € ¥* jokin merkkijono, jolla § = 6*(§y,z). (Voidaan olettaa, etti mydskiin
automaatissa M ei ole saavuttamattomia tiloja.) Asetetaan

1(@) = & (g, x);

“jaljitellaan” siis tilan ¢ saavuttamista M :ssa.

On osoitettava, ettd kuvaus f on hyvin madritelty, so. ettd eri merkkijonot tilan ¢ saa-
vuttamiseen M :ssa eivat johda eri tiloihin M :ssa. Tehdadn vastaoletus, etta olisi x,y € X%,
x # y, joilla

6*(607 :C) = 6*(607 y)v
mutta

5*((70733) # 5*(%7.@)- (2.3)

Koska M:n tilat vastaavat alkuperdisen automaatin M tilojen =-ekvivalenssiluokkia, eh-
to (2.3) merkitsee ettd M:n tilat

4 = 6"(qo, ) ja gy = 6"(q0,y)
eivit ole ekvivalentteja, so. ettd on olemassa merkkijono z € X*, jolla
0*(qe,2) € F ja 6*(qy,2) ¢ F

(tai toisinpdin). Siten automaatti M hyviksyy merkkijonon zz, jos ja vain jos se hylkdd
merkkijonon yz. N

Mutta koska merkkijonot z ja y johtavat automaatin M samaan tilaan, se hyviksyy
merkkijonon zz, jos ja vain jos se hyvaksyy merkkijonon yz. Siis M ei olekaan ekvivalentti

2Kuvauksen f surjektiivisuus seuraa tistd, koska jos tila § € Q voidaan saavuttaa tilasta ¢, merkkijonolla
z ja merkitdin § = 6*(§,, z), niin on § = f(§).



18 LUKU 2. AARELLISET AUTOMAATIT JA SAANNOLLISET KIELET

Kuva 2.9: Yksinkertainen epddeterministinen automaatti.

M :n kanssa. Saadusta ristiriidasta seuraa, ettd vastaoletus on vaird, ja kuvaus f on hyvin
méadritelty.

Lopuksi on helppo tarkastaa, ettd kuvaus f tayttad isomorfiachdon (2.2). Olkoon nimit-
tiin § = 6*(gy, ), jolloin siis f(§) = 6*(gy, ). Tilldin on

~

6(f(d),a) = 8(8*(do, 2), a) = " (do. 2a) = (8" (do, za)) = [((67 (G, 2), @) = [(8(q. ).

O

2.5 Epadeterministiset aarelliset automaatit

Tarkastellaan seuraavaa, esimerkiksi tekstinkasittelyjarjestelmien toteutuksessa esiinty-
vaa tehtavad: on laadittava automaatti, joka tutkii esiintyyko syotteend annetussa, aakkoston
{a,b} merkkijonossa osajonoa aba. Ensimméinen ratkaisuyritys tdhén tehtdvaan voisi olla
kuvan 2.9 tapainen. Té&ssd muuten luontevassa automaatissa on kuitenkin tilasta g kaks:
stirtymdd merkilld a (tiloihin ¢o ja ¢1) — automaatti on epddeterministinen.

Téallainen epadeterminismi ei ole edelld esitetyn automaattiformalismin mukaan sallittua,
eikd padllisin puolin katsoen oikein jarkevaidkain: miten automaatti voisi “tietdd”, kumpaa
vaihtoehtoista siirtym&aa kulloinkin Iihted seuraamaan? Esimerkki antaa kuitenkin viitteen
siitd, ettd vaikka epadeterministisid automaatteja ei voikaan sellaisinaan toteuttaa ohjelmal-
lisesti, ne ovat joissakin tilanteissa kateva kuvausformalismi.

Seuraavassa esitettdviat lihemmét tarkastelut vahvistavat tdmén: paitsi ettd ovat sellai-
senaankin hyoédyllinen kasite, epadeterministiset automaatit auttavat rakentamaan tirkedn
yhteyden tavallisten determinististen ddrellisten automaattien ja ns. sddnnéllisten lausekkei-
den vilille (luku 2.7).

Epddeterministiset automaatit ovat siis muuten samanlaisia kuin deterministisetkin, mut-
ta niiden siirtyméafunktio § ei liitd automaatin vanhan tilan ja sy6temerkin muodostamiin
pareihin yksikasitteista uutta tilaa, vaan joukon mahdollisia seuraavia tiloja. Epadeterminis-
tinen automaatti hyviksyy syotteensa, jos jokin mahdollisten tilojen jono johtaa hyviksyvaan
lopputilaan.

Esimerkiksi kuvan 2.9 automaatti hyvaksyy syétejonon aaba, koska sen on mahdollista
edetd seuraavasti:

(qo,aaba) - (qo,aba) F (q1,ba) F (g2,a) F (g3, A).
Automaatin olisi tosin mahdollista padatya myos hylkadvaan tilaan:
(qO,(L(Lb(L) + (q07a’ba“) - (q07 b(L) + (q07 (L) - (q07 >‘)7

mutta tastd mahdollisuudesta ei tarvitse vilittad — voidaan ajatella, ettd automaatti osaa
“ennustaa” ja valita aina parhaan mahdollisen vaihtoehdon.
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Téasmallisesti ottaen asetetaan seuraavat maaritelmat: merkitadn joukon A potenssijouk-
koa P(A):lla; siis
P(A)={B| B C A}.
Maaritelma 2.2 FEpddeterministinen ddrellinen autornaatti (engl. nondeterministic finite

automaton) on viisikko

M= (Qazaéaqan)a
missa

e () on adrellinen tilojen joukko;

Y on syoteaakkosto;

e :0Q x ¥ — P(Q) (huom.!) on automaatin (joukkoarvoinen) siirtymdfunktio;
e ¢o € Q on alkutila;

e I'C Q on (hyviksyvien) lopputilojen joukko.

Esimerkiksi kuvan 2.9 automaatin siirtyméafunktio voitaisiin esittdd seuraavana taulukko-
na:

a b

— G [{90, 1} | {90}
7 0 | {e}
| {e} 0

= g3 {43} {g3}

Taulukosta voidaan lukea, ettd esimerkiksi é(qo, @) = {qo, 1} ja é(¢1,a) = 0. (Epadeterminis-
tisissd automaateissa voidaan virhetilanteen ilmaisemiseen kayttda erityisen virhetilan sijaan
tyhjad seuraajatilajoukkoa.)

Muut epddeterministisiin automaatteihin liittyvat maaritelmat ovat yhtd poikkeusta lu-
kuunottamatta samat kuin deterministisillikin automaateilla. Poikkeuksen muodostaa suo-
ran johtamisen, tai tilanteen vilittéman seuraajan maaritelma, jossa sallitaan useita seuraa-
javaihtoehtoja: epddeterministisen automaatin tilanne (g, w) voi johtaa suoraan tilanteeseen
(¢',w"), merkitiddn

(4, ) (¢, ),

joson w = aw' (a € ¥) ja ¢’ € 6(¢q,a) (huom.!); tilldin sanotaan myds, ettd tilanne (¢', w’)
on tilanteen (¢, w) mahdollinen vélitén seuraaja.

Useamman askelen mittaiset tilannejohdot, merkkijonojen hyviksyminen ja hylkdaminen
ym. kasitteet méaritelldan aivan samoin sanoin kuin aiemminkin, mutta koska perustava
vhden askelen johdon méaritelmé nyt on toinen, niiden sisalté muovautuu hieman erilaiseksi.

Koska deterministiset darelliset automaatit ovat epddeterminististen erikoistapaus, on
selvdd, ettd kaikki edellisilld tunnistettavat kielet voidaan tunnistaa myos jalkimmaisilla.
Tarked ja yllattavad tulos on kuitenkin, ettd myos kddnteinen viite patee: deterministiset ja
epddeterministiset ddrelliset automaatit ovat yhtd vahvoja.

Lause 2.2 Olkoon A = L(M) jonkin epddeterministisen ddrellisen automaatin M tunnis-
tama kieli. Tdlloin on olemassa myds deterministinen ddrellinen automaatti M, jolla A =

L(M).
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Kuva 2.11: Minimoitu ja uudelleennimetty deterministinen automaatti.

Todistus. Olkoon A = L(M), M =(Q,X,8,qo, F'). Todistuksen ideana on laatia determinis-

tinen &ddrellinen automaatti M, joka simuloi M:n toimintaa kaikissa sen kullakin hetkelld
mahdollisissa tiloissa rinnakkain.
Formaalisti tima toteutetaan siten, ettd automaatin M tilat vastaavat M:m tilo jen jouk-
koja: . ) ) R
M= (Qa 3, 67@07 F)7

missi

= P@)={515<c@},
= {(]0}7
= {5 C Q| S sisdltdd jonkin g5 € F'},

6(5,a) = |Jé(g,a).

q€S

s O

FEsimerkki. Ennen todistuskonstruktion oikeellisuuden tarkastamista tarkastellaan esi-
merkkind kuvan 2.9 automaatin M determinisointia.

Muodollisesti M:n deterministisen vastinautomaatin M tiloja olisivat kaikki osajoukot
S C {q0,¢1,92,¢3}, mutta useimpia naistd ei ole mahdollista saavuttaa alkutilasta millian
syotejonolla, eika yksinkertaisuuden vuoksi my6skdan tapana kirjoittaa nakyviin. Automaa-
tin M saavutettavat tilat ja niiden véliset siirtyméat on esitetty kuvassa 2.10. Minimoimalla
automaatti luvun 2.4 menetelmalld voidaan todeta, ettd sen kolme lopputilaa voidaan yh-
distad yhdeksi. Nimedmilld vield minimiautomaatin tilat uudelleen saadaan kuvassa 2.11
esitetty deterministinen automaatti.

% Todistus jatkuu. Tarkastetaan, etta edelld esitetylld tavalla epadeterministisestd auto-
maatista M muodostettu deterministinen automaatti M todella on ekvivalentti M:m kanssa,
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so. ettd L(M\) = L(M). (Jatkossa tyydytddn yleensd esittdmadn todistuksista vain perus-
konstruktio ja jattdmaan tamankaltaiset oikeellisuustarkastukset lukijalle.)
Palautetaan mieliin, ettd miaritelmien mukaan on

x € L(M) joss (qo,z)F"(qs,A) jollakin ¢y € F
M

Ja .
z € L(M) joss ({qo},2)E"(S,A) ja S sisdltdd jonkin qf € F.

M

Siten kielten ekvivalenssi seuraa, kun todistetaan kaikilla z € ¥* ja ¢ € @) viite:
(90, 2)F"(g, A) joss ({go}, ) (5,A) jagqeS. (2.4)
Viite voidaan todistaa induktiolla merkkijonon z pituuden suhteen:
(i) Tapaus |z| = 0: (qo,/\)l\l;*(q,/\) joss ¢ = qo; samoin ({go}, A)-"(5, A) joss S = {qo}.
M
(i1) Induktioaskel: Olkoon x = ya; oletetaan, ettd viite 2.4 patee y:lle. Talloin:
(d0: ) = (40,y0) (4, ) Joss
d¢' € Q s.e. (qo,ya)l—*(q’ a)ja (¢, a) J}\—/] (g, A) joss
3¢ € Q s.e. (q0,9) (q ,A) ja (¢, a) I— (¢, A) joss (ind.ol.)
¢ € @ s.e. ({(Jo},y)t*( Ajagq € T jag€é(q,a) joss
M
({90}, v)E"(5",A) ja 3¢" € §' s.e. ¢ € 6(¢', a) joss
M
({a0}, 9IS, A) ja ¢ € Uypes 8(¢'a) = 6(57, a) joss
M
({0}, ya)E"(5",a) ja g € 6(5",a) = 5 joss
M
({0}, ya)E7(5",a) ja (5%, a) - (5, A) ja g € S joss
M M
({90}.2) = {awo} ya)-7 (S, A jag e S. o

M

2.6 Saannolliset lausekkeet ja kielet

Seuraavassa esitetddn edeltivistd automaattimalleista pdallisin puolin huomattavasti poik-
keava tapa kuvata yksinkertaisia kielid. N&itd ns. sddnnéllisid lausekkeita (engl. regular ex-
pressions) kiytetddn esimerkiksi UNIX-kayttojarjestelmén komentokielessd kuvaamaan toi-
minnon (grep, sed tms.) kohdistumista tietyt ominaisuudet omaaviin merkkijonoihin.

Maééaritellidn ensin joitakin perusoperaatioita kielten yhdistelemiseen. Olkoot A ja B
aakkoston ¥ kielid. Talloin:

(i) Am ja B:n yhdiste (engl. union) on kieli
AUB={z € ¥*|z € Ataiz € B};
(ii) Am ja B:n tulo (engl. product) on kieli
AB ={zye X* |z € A, y € B};
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(iii) Am potenssit (engl. powers) A¥ k> 0, miaritellidn iteratiivisesti:

A% = {A},
AP = AAR = oy a2, € A Yi=1,.. k) (k>1);

(iv) Am sulkeuma (engl. closure) on kieli

A* = UAk:{xl...kazO, €A Vi=1,...,k}.
k>0

Esimerkiksi jos A = {aa,b} ja B = {ab}, niin

AUB = {aa,b,ab},
AB = {aaab,bab},
BA = {abaa,abb},
A? = {aaaa,aab,baa,bb},

*
A* = {) aa,b,acaa,aab,baa, bb, aacaaa, aaaab,. . .}.

Maaritelma 2.3 Aakkoston X sddnnélliset lausekkeet maaritellaan induktiivisesti seuraa-
villa saannoilla:

(i) @ ja X ovat ¥ sddnnollisia lausekkeita;
(ii) @ on X:n sdannoéllinen lauseke kaikilla a € X5

(ili) jos r ja s ovat Y sddnnéllisid lausekkeita, niin (rUs), (rs) ja r™* ovat Y sddnnollisia
lausekkeita;

(iv) muita ¥ sddnnollisid lausekkeita ei ole.

Kukin ¥:n sddnndllinen lauseke r kuvaa tietyn kielen L(r), joka maaritelladn:
(i) L(0) = 0;
(i) L(A) = {A};

(iii) L(a) = {a} kaikilla a € ¥;

(iv) L((rUs)) = L(r) U L(s);

Esimerkiksi seuraavat ovat aakkoston {a,b} sdannéllisid lausekkeita:

ry = ((ab)b), 713 = (ab)*, r3=(ab™), r4=(a(buU (bd)))*.
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Lausekkeiden kuvaamat kielet ovat:

({a}{b}){b} = {ab}{b} = {abb};

)
) {ab}* = {\, ab, abab,ababad,...} = {(ab)' | i > 0};
r3) = {a}({b})* = {a,ab,abb,abbb,...} = {ab' | i > 0};
) ({a}{b,bb})" = {ab,abb}" = {X, ab, abb, abab, ababb, ...}

= {2 € {a,b}" | kutakin e-kirjainta z:ssd seuraa 1 tai 2 b-kirjainta }.

Sulkumerkkien vihentdmiseksi sovitaan operaattoreiden prioriteettisiannoiksi, etta sul-
keumaoperaattori (*) sitoo vahvemmin kuin tulo, joka puolestaan sitoo vahvemmin kuin
yvhdiste. Lisiksi huomataan, ettd yhdiste- ja tulo-operaatiot ovat assosiatiivisia, so.

L{((rus)ut)) = L((rU(sV1))),  L(((rs)t)) = L((r(s1))),

joten peridkkaisid yhdisteitd ja tuloja ei tarvitse suluttaa.

Tapana on myos kirjoittaa lausekkeet tavanomaisilla kirjasimilla, mikali sekaannuksen
vaaraa kuvattujen kielten merkkijonoihin ei ole.

Edelld olevat esimerkkilausekkeet kirjoitettaisiin siis naiden sdantojen mukaan yksinker-
taisemmin:

r1 = abb, 71y =(ab)*, r3=ab", r4=(a(bUbb)).

Vield yksi esimerkki: Pascalin etumerkittomét reaaliluvut, joita tarkasteltiin jo luvus-
sa 2.1, voidaan kuvata lausekkeella

number = dd*(.dd* U \)(E(+ U — U X)dd* U \)3,
missd d on lyhennysmerkintd lausekkeelle

d=(0U1U2U3U4U5UBUTUSUDY).

Maaritelma 2.4 Kieli on sddnnéllinen (engl. regular), jos se voidaan kuvata sdanndlliselld
lausekkeella.

Saannollisten lausekkeiden sieventaminen

Annettu sdannollinen kieli voidaan yleensd kuvata sdannéllisend lausekkeena useilla eri ta-
voilla. Esimerkiksi sddnnolliset lausekkeet a*b*U(aUb)*ba(aUb)*, (a*b*)* ja (aUb)* kuvaavat
kaikki samaa kieltd. Lausekkeiden sieventdmisen tavoitteena on 16ytda annetun kielen vaih-
toehtoisista kuvaustavoista jossakin mielessa yksinkertaisin: esimerkiksi edelld kolmantena
esitetty lauseke lienee vaihtoehdoista selkein. Sieventdmisen tavoite ei tosin aina ole hyvin
maaritelty, silla eri esitystapoihin voidaan paatya myos vain tarkastelemalla kuvattavaa kielta
hieman eri tavoin: jos tavoitteena on kuvata vaikkapa bindariaakkoston kaikki merkkijonot,
jotka sisaltdvat vahintdan yhden ykkosen, voidaan kuvauksessa nostaa esiin jonon ensim-
méinen, viimeinen, tai ylipddnsd vain jokin ykkonen. Fri tarkastelukulmat johtavat tassid
tapauksessa lausekkeisiin 0*1(0 U 1)*, (0 U 1)*10* ja (0U 1)*1(0 U 1)*, joista mikddn ei liene
muita oleellisesti sievempi.

?Usein esiintyvii lausekemuotoa rr* merkitiin joskus lyhyemmin r¥:lla. Vastaavasti kielesti A johdettua
kielti AA* merkitdin AT:la ja sanotaan A:n aidoks: sulkeumnaksi (engl. proper closure). Esimerkin lauseke
voitaisiin siis kirjoittaa myés: d¥ (.d¥ U X)(E(4+ U — U X)dt U ).
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Sanotaan, ettd sadnnolliset lausekkeet r ja s ovat ekvivalentil ja merkitian r = s, jos
L(r) = L(s). (Korrektimpi, mutta kémpelompi merkintd olisi r = s.) Sddnnollisten lausekkei-
den ekvivalenssin testaaminen on epatriviaali ongelma, joka voidaan kuitenkin periaatteessa
ratkaista mekaanisesti seuraavassa luvussa esitettavad sddnndllisten lausekkeiden ja darellis-
ten automaattien vastaavuutta hyviksi kiayttden. Yksinkertaisissa tapauksissa ekvivalenssi
on silti helpompi todeta suoraan tunnettujen ekvivalenssisddntjen avulla tai lausekkeiden
kuvaamia kielid tarkastellen.

Seuraavassa on joitakin yksinkertaisia sadnnollisten lausekkeiden ekvivalenssisadntoja:

rU(sut) = (rUs)ut
r(st) = (rs)t
rs = sUr
r(sUt) = rsUrt
(rus)t = rtuUst
0 = X
fr = 0
Aro= r
o= rruli
rt o= (rui)n

Itse asiassa voidaan osoittaa, ettd mikd tahansa voimassa oleva sadnnoéllisten lausekkeiden
ekvivalenssi voidaan johtaa niistd laskulaeista, kun niithin vield lisitddn padttelysdantd: jos
r=rsUt, niin r = ts*, edellyttden ettd A ¢ L(s).

Kahden lausekkeen ekvivalenssin toteamiseksi kannattaa usein paitelld erikseen kumman-
kin kuvaaman kielen sisdltyminen toiseen. Merkitddn, jilleen hieman epétarkasti, ettd r C s,
jos L(r) C L(s); tallin on voimassa r = s, jos ja vain jos r C s ja s C 7.

Esimerkiksi kappaleen alussa mainittujen ekvivalenssien toteamiseksi on ensinnikin sel-
vad, ettd (a*b*)* C (eUb)* ja a*b*U(aUb)*ba(aUb)* C (aUb)*, koska lauseke (a Ub)* kuvaa
kaikkia aakkoston {a,b} merkkijonoja. Toisaalta, koska selvisti on (a U b) C a*b*, on myos
(aUb)* C (a*b*)*. Vain hieman mutkikkaampi tarkastelu tarvitaan sen toteamiseen, ettd jos
aakkoston {a,b} mielivaltainen merkkijono ei ole muotoa a*b*, niin se sisdltda osajonon ba,
ja on siis muotoa (a U b)*ba(a U b)*; siten on my6s (a U b)* C a*b* U (a U b)*ba(a U b)*.

2.7 Adarelliset automaatit ja saannolliset kielet

Tassd kappaleessa todistetaan sdannollisten kielten teorian perustulos: kieli on sddnndllinen,
jos ja vain jos se voidaan tunnistaa ddrelliselld automaatilla. Vaitteen molempien suuntien
todistukset sisidltavat tirkeitd konstruktioita, joten ne esitetddn erikseen.

Lause 2.3 Jokainen sddnnéllinen kieli voidaan tunnistaa ddrelliselld automaatilla.

Todistus. Viitteen todistusta varten joudutaan tarkastelemaan uutta direllisten automaat-
tien mallin laajennusta, nimittdin epddeterministisid darellisid automaatteja, joissa sallitaan
A-stirtymid — siirtymid, joissa automaatti ei lue yhtddn syotemerkkid. Esimerkiksi kuvas-
sa 2.12 on esitetty A-automaatti, joka tunnistaa kielen {aa,ab}.
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Kuva 2.12: Kielen {aa, ab} tunnistava A-automaatti.

Formaalisti A-automaatti voidaan miiritelld viisikkona M = (Q, X, 6, qo, F'), missa siirty-
mafunktio é on kuvaus

§:Qx (ZU{N}) = PQ).

Automaattimalliin liittyvit muut miaritelmit ovat samat kuin tavallisilla epadeterministisilla
adrellisilld automaateilla, paitsi suoran tilannejohdon madritelmi: A-automaattien tapauk-
sessa relaatio

(¢, w) F (¢, w')
M
on voimassa, jos on
(i) w=aw' (a € ¥) ja ¢ € §(q,a); tai
(i) w=w'jaq €8(q,AN).

Lemma 2.4 Olkoon A = L(M) jollakin \-automaatille M. Tdlloin on olemassa myds -
stirtymdton epddeterministinen automaatti M, jolla A = L(M).

Todistus. Olkoon M = (Q,X,6,qo, F') jokin A-automaatti. Automaatti M toimii muuten
aivan samoin kuin M, mutta se simuloi kunkin askelensa yhteydessd my6s kaikki M :n mah-
dolliset A-siirtymat.

Formaalisti maaritelldan:

ﬁ: (Q72737q07ﬁ)7

missi

6(g,a) = {d' €Q| (g0 (¢, M}

5 { Fu{g}, jos (qo,\)F*(gf,A) jollakin g5 € F;

M
F, muuten.

Esimerkkind konstruktiosta on kuvassa 2.13 esitetty erds A-automaatti M, ja kuvassa 2.14
vastaava epadeterministinen automaatti M, josta A-siirtymit on poistettu. g (Lemma 2.4)

Palataan sitten varsinaisen lauseen todistukseen. Kuvassa 2.15 on esitetty induktiivinen
konstruktio, jonka avulla voidaan mielivaltaisen sdannoéllisen lausekkeen r rakennetta seura-
ten muodostaa A-automaatti M,, jolla L(M,) = L(r). Tastd automaatista voidaan sitten
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Kuva 2.13: A-automaatti M.

Kuva 2.14: Epadeterministinen automaatti M.
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Kuva 2.15: Lauseketta r vastaavan A-automaatin M, muodostaminen.

27
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Kuva 2.17: Lauseketta r = (a(bU bb))* vastaava A-siirtymatén automaatti.

poistaa A-siirtymat lemmassa 2.4 esitetylla tavalla, ja tarvittaessa voidaan nain syntyva epéa-
deterministinen automaatti edelleen determinisoida lauseen 2.2 konstruktiolla. Kuvan 2.15
konstruktiosta on syytd huomata, etta siind muodostettavissa A-automaateissa on aina yksi-
kasitteiset alku- ja lopputila.

Esimerkiksi lausekkeesta r = (a(b U bb))* nididen sddntéjen mukaan muodostettu A-
automaatti on esitetty kuvassa 2.16. Automaatti on selvasti hyvin redundantti; A-siirtymien
poistaminen, automaatin determinisointi ja minimointi jitetdin lukijalle*. g

Kuvan 2.15 sadnndéissa on tavoiteltu ennen muuta mahdollisimman yksinkertaista ja me-
kaanista todistuskonstruktiota. Kisin automaatteja muodostettaessa ei sddnt6ja useinkaan
kannata seurata aivan tunnollisesti; esimerkiksi lausekkeesta r» = (a(bU bb))* on helppo muo-
dostaa suoraan kuvan 2.17 yksinkertainen A-siirtymatén automaatti.

Lause 2.5 Jokainen ddrelliselld automaatilla tunnistettava kieli on sddnnéllinen.

Todistus. Maaritelldan vield yksi darellisten automaattien laajennus: lausekeautomaatissa
voidaan siirtymien ehtoina kayttad mielivaltaisia sadnnollisia lausekkeita.

Vaikka tamé yleistys ei ole kasitteellisesti juuri sen vaikeampi kuin A-automaatitkaan, sen
tdsmallinen formulointi on hieman hankalampaa. Paapiirteissian formulointi kuitenkin sujuu
vanhaan tapaan.

Merkitdan aakkoston Y sadnnollisten lausekkeiden joukkoa REy:la. Lausekeautomaatti
voidaan talldin madritelld viisikkona M = (Q, X, ¢, qo, F'), missd siirtyméfunktio § on darelli-
nen kuvaus

6:Q X REg — P(Q)

*Tissi kohden voi olla syyti huomauttaa, etti luvussa 2.4 esitetty minimointialgoritmi koskee vain de-
terministisia aarellisia automaatteja, ja etta annetulla saannollisella kielella voi olla useita erilaisia epadeter-
ministisia minimiautomaatteja.
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Kuva 2.18: Lausekeautomaatin lopputilojen yhdistdminen.

T8
q;
4q;

=0
(D={D=(o)
G \q_/ 4 = qi
Kuva 2.19: Tilan poistaminen lausekeautomaatista.

(so. 6(q,r) # 0 vain ddrellisen monella parilla (¢,r) € @ x REx). Yhden askelen tilannejohto
maaritellddan nyt:

(:0) (¢, 0)

jos on ¢ € 6(q,r) jollakin sellaisella r € REy, ettd w = zw', z € L(r). Muut méadritelmét
ovat samat kuin aiemmin.

Todistetaan vaadittua tulosta ndenndisesti vahvempi viite: jokainen lausekeautomaatilla
tunnistettava kieli on sddnndllinen.

Olkoon M jokin lausekeautomaatti. Sd&nndllinen lauseke, joka kuvaa M:n tunnistaman
kielen, voidaan muodostaa seuraavasti:

1. Tiivistetian M seuraavilla, tunnistettavan kielen sdilyttivilld automaattimuunnoksilla
lausekeautomaatiksi, jossa on enintdan kaksi tilaa:

r
rus
= qi q;
S

Kuva 2.20: Rinnakkaisten siirtymien yhdistdminen lausekeautomaatissa.
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—> @ = rira(rsUrarir)*

T4

Kuva 2.21: Saannollisen lausekkeen muodostaminen redusoidusta lausekeautomaatista.

(a) Jos M:ssd on useampia kuin yksi lopputila, ne korvataan yhdelld kuvan 2.18 osoit-
tamalla tavalla.

(b) Niin kauan kuin M:ssd on muita tiloja kuin alku- ja lopputila, ne poistetaan yksi
kerrallaan seuraavasti. Olkoon ¢ jokin M :n tila, joka ei ole alku- eikd lopputila; tar-
kastellaan kaikkia “reittejd”, jotka A :ssa kulkevat ¢:n kautta. Olkoot ¢; ja ¢; ¢:n
edeltdji- ja seuraajatila jollakin tdllaisella reitilld (mahdollisesti on ¢; = ¢;). Pois-
tetaan ¢ reitiltd ¢; — ¢; tekemdlld kuvan 2.19 (i) esittdmé automaattimuunnos,
jos tilasta ¢ ei ole siirtymad itseensd, ja kuvan 2.19 (ii) esittdméa automaattimuun-
nos, jos tilasta ¢ on siirtyma itseensd. Rinnakkaiset siirtymat voidaan tarvittaessa
yhdistdd kuvan 2.20 esittamalld tavalla.

2. Tiivistyksen pdidttyessid automaatissa on jiljelli vain alku- ja lopputila, jotka voivat
olla sama. Automaatin tunnistaman kielen kuvaava sadnnoéllinen lauseke saadaan ku-
van 2.21 esittdmalld tavalla: vaihtoehdon (i) mukaan, jos alku- ja lopputila ovat sama,
ja vaihtoehdon (ii) mukaan, jos ne ovat eri tiloja.

Kuvassa 2.22 on esimerkki konstruktion soveltamisesta.

2.8 Saannollisten kielten rajoituksista

Koska minkd tahansa aakkoston formaaleja kielid on ylinumeroituva ja sdaannollisia lausek-
keita vain numeroituva miara (lauseet 1.1 ja 1.2), eivit kaikki kielet mitenkdan voi olla sdan-
nollisid. Mutta voidaanko 10ytda konkreettinen, mielenkiintoinen esimerkki kielesta, joka ei
olisi sddnnollinen?

Valitettavasti téallaisia esimerkkeja on helppo 16ytaa: siannéllisten kielten luokka riittaa
kaytinnossa vain hyvin rajoitettuihin tarpeisiin. Esimerkiksi ohjelmointikielten perusalkiot
(lukuesitykset, muuttujan- ja kdskynnimet) ovat tyypillisesti rakenteeltaan saannollisid, mut-
ta mutkikkaammat konstruktiot (aritmeettiset lausekkeet, kootut lauseet) eivit.

Saannollisten kielten perusrajoitus seuraa siita, ettd darellisilla automaateilla on vain
rajallinen “muisti”. Siten ne eivdt (likimd4rin sanoen) pysty ratkaisemaan ongelmia, joissa



2.8. SAANNOLLISTEN KIELTEN RAJOITUKSISTA 31

a

- Q_“ -

ab ba
aaUb
@_‘ = (aaUb)(ba)*(bbUa) =
‘ bbUa C/
ab ba ab
ab U = * %
— (aan)(ba)*(bbUa) (abU (aan)(ba) (bbU(l))

Kuva 2.22: Saannollisen lausekkeen muodostaminen aarellisestd automaatista.
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Kuva 2.23: Merkkijonon ¢ = uvw € A pumppaus.

vaaditaan mielivaltaisen suurten lukujen tarkkaa muistamista. Adrellisilli automaateilla ei
esimerkiksi pystyta tunnistamaan tasapainoisten sulkujonojen muodostamaa kielta

Lma.tch = {(k)k | k Z 0}7

eikd siten myoskadn yleisemmin mielivaltaisia hyvinmuodostettuja aritmeettisia lausekkeita.

Seuraava apulause, ns. “pumppauslemma” formalisoi tdman rajallisen muistin idean kdyt-
tokelpoiseen muotoon. Lemman nimi tulee siita, etta se osoittaa mitd tahansa annetun sdan-
nollisen kielen riittavan pitkda merkkijonoa voitavan “pumpata” keskelta, ilman ettd kielen
tunnistava ddrellinen automaatti huomaa muutosta.

Lemma 2.6 (Pumppauslemma) Olkoon A sddnnéllinen kieli. Tdlléin on olemassa sel-
lainen n > 1, ettd mikd tahansa x € A, |x| > n, voidaan jakaa osiin ¥ = uwow silen, eltd
luv| < m, |v| > 1, ja uwv'w € A kaikilla i =0,1,2,...

Todistus. Olkoon M jokin A:n tunnistava deterministinen aarellinen automaatti, ja olkoon n
M :n tilojen méaard. Tarkastellaan automaatin 1apikdymia tiloja sen tunnistaessa merkkijonoa
x € A, || > n. Koska M jokaisella z:n merkilld siirtyy tilasta toiseen, sen taytyy kulkea
jonkin tilan kautta (ainakin) kaksi kertaa — itse asiassa jo @:n n:84 ensimmdiistd merkkid
kiasitellessddn. Olkoon ¢ ensimmadinen tila, jonka automaatti toistaa z:48 kisitellessddn.

Olkoon w M :n kisittelemd z:n alkuosa sen tullessa ensimmaéisen kerran tilaan ¢, v se osa
2:std jonka M kasittelee ennen ensimmdistd paluutaan ¢:hun, ja w loput z:std (kuva 2.23).
Tilldin on |uv| < n, |v] > 1, ja uv'w € A kaikilla i = 0,1,2,... QO

Esimerkkind pumppauslemman soveltamisesta tarkastellaan sulkulausekekieltd ZLnatch.
Selvyyden vuoksi merkitdan ‘(" = a, ‘)’ = b; kieli on siis

L = Lmaten = {a"0" | k > 0}.

Oletetaan, ettd L olisi sadnnollinen. Talloin pitéisi lemman 2.6 mukaan olla jokin n > 1,
jota pitempid L:n merkkijonoja voidaan pumpata. Valitaan z = a"b", jolloin |z| = 2n > n.
Lemman mukaan # voidaan jakaa pumpattavaksi osiin @ = wow, |uv| < n, |v| > 1; siis on
oltava

u=d,v=d, w=a"FDp"  missii<n-1,j>1.

Mutta esimerkiksi “0-kertaisesti” pumpattu merkkijono uo®w = ala""(t)pn = gn=ipn ¢
kuulu kieleen L. Siten L ei voi olla sadnnollinen.



Luku 3

Kontekstittomat kieliopit ja kielet

3.1 Kieliopit ja merkkijonojen tuottaminen
Kuten edellisen luvun lopussa todettiin, tasapainoisten sulkumerkkijonojen muodostama kieli
Lmatch = {(k)k | k Z 0}

ei ole sadnnollinen, so. sitd el voida kuvata millddn sdannolliselld lausekkeella. Toisaalta
kieli ei sindnsd ole kovin mutkikas: se voidaan kuvata yksinkertaisella rekursiivisella maari-
telméalld, jos otetaan kayttéon muuttuja S, jonka arvona on “mielivaltainen tasapainoinen
sulkumerkkijono”:

S on tasapainoinen sulkumerkkijono, jos
(i) S = Atai
(ii) S on muotoa (5'), missd S’ on tasapainoinen sulkumerkkijono.

Sama asia voidaan ilmaista sanomalla, ettd seuraavat merkkijonojen muunnossddnndt
tuottavat tasméilleen kielen L a¢cn merkkijonot symbolista S

(i) S — A,
(i) § — (5).

Esimerkiksi merkkijono ((())) voidaan tuottaa muunnosjonolla:

5= (9) = ((5) = (((5) = (M) = ((O))-

Téssd on kolmessa ensimmaisessd muunnoksessa sovellettu sdant6a (ii) ja neljinnessd sdantod
(i).

Téllaista muunnossysteemii, jossa kuvattavat merkkijonot tuotetaan korvaamalla erityi-
sid muuttuja- t. vdlikesymboleita annettujen siddntojen mukaan yksi kerrallaan, symbolia ym-
pardivan merkkijonon rakenteesta riippumatta, kutsutaan kontekstittomaksi kieliopiksi (engl.
context-free grammar).

Tarkastellaan toisena esimerkking kielioppia Pascal-tyyppisen ohjelmointikielen aritmeet-
tisten lausekkeiden rakenteen kuvailuun. Kielioppia on yksinkertaistettu ottamalla mukaan

33
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vain yhteen- ja kertolaskuoperaatiot ja merkitsemalld mielivaltaista alkeisoperandia (luku-
vakiota, muuttujaa tms.) pelkdlld a:lla. Vilikesymboleita on kolme: E (“expression”), T
(“term”) ja F' (“factor”); ndistd E on lihtésymboli, josta lausekkeen tuottaminen aloitetaan.
Muunnossdaanndt ovat seuraavat:

E — T | E4T
T — F | TxF
F — a | (FE).
(Sddntojen esityksessd on tdssd kdytetty lyhennysmerkintad
A—wyp|wy| ... |wg
kuvaamaan joukkoa samaan vilikesymboliin A liittyvia vaihtoehtoisia sadntéja

A—wy, A= wy, ... A= wi.)

Esimerkiksi lauseke (@ + @) * @ voidaan niitd sdintoja kidyttden tuottaa seuraavasti (kussakin
muunnosaskelessa korvattava vilike on alleviivattu):

= (E)+F = (E+T)+F = (L+T)+F
= (F+T)*F = (a+D)*xF = (a+E)xF
= (a+a)xF = (a+a)xa.

Maaritelma 3.1 Kontekstiton kielioppi (engl. context-free grammar) on nelikko
G=(V,5,P5),
missa
e V on kieliopin aakkosto;

e X C V on kieliopin pddtemerkkien (engl. terminal symbols) joukko; sen komplementti
N =V —X¥ on kieliopin vdlikemerkkient. -symbolien (engl. nonterminal symbols) joukko;

e P C N x V* on kieliopin sddntdjen t. produktioiden (engl. rules, productions) joukko;
e 5 € N on kieliopin ldhtésymboli (engl. start symbol).

Produktiota (A,w) € P merkitddn tavallisesti A — w.

Merkkijono v € V* tuottaa t. johtaa suoraan (engl. derives directly) merkkijonon 7' € V*
kieliopissa GG, merkitdan
= !
v

jos voidaan kirjoittaa v = aAS3, 7' = awf (a, f,w € V*, A € N), ja kieliopissa G on produk-
tio A — w. Jos kielioppi G on yhteydestd selva, relaatiota voidaan merkita yksinkertaisesti
7=

Merkkijono v € V* tuottaa t. johtaa (engl. derives) merkkijonon 7' € V* kieliopissa G,
merkitdan

ol
'YG'Y
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jos on olemassa jono V:n merkkijonoja vg,71,...,7n (n > 0), siten ettd
=Y=>Nn= ... > =7"
v Yo G ga! o z Tn =79

Erikoistapauksena n = 0 saadaan 7:G>*~/ milld tahansa v € V*. Jilleen, jos kielioppi G' on

yhteydesté selvéi, merkitdin yksinkertaisesti v =* +'.
Merkkijono v € V* on kieliopin G lausejohdos (engl. sentential form), jos on S?*'y.

Pelkéstddn piddtemerkeistd koostuva G lausejohdos z € ¥* on G'n lause (engl. sentence).
Kieliopin G tuottama t. kuvaama kieli (engl. language generated by G') koostuu G:n lau-
seista; madritellddn siis:

L(G) = {z € ¥ | §57a}.

Formaali kieli L C ¥* on kontekstiton (engl. context-free), jos se voidaan tuottaa jollakin
kontekstittomalla kieliopilla. Esimerkiksi tasapainoisten sulkujonojen muodostaman kielen
Limatch = {(k)]C | k> 0} tuottaa kielioppi

Gmateh = ({9, ()1 AG)AS = A8 = (91, 9),
ja yksinkertaisten aritmeettisten lausekkeiden muodostaman kielen Lexpy tuottaa kielioppi
Gexpr = (V. 5, P, E),
missé

V = {E7T7F7a7+7*7(7)}7

E = {a7+7*7(7)}7
P = {FE-T, E—-E+T, T—F,T—-TxF, F—a, F—(E)}

Toinen kielioppi kielen Leypy tuottamiseen on

Goxpr = (V. 3, P, E),

expr

missi

V = {E7a7+7*7(7)}7
E = {a7+7*7(7)}7
P = {F—-F+FE E—-ExE E—a F— (FE)}

Liite: Vakiintuneita merkintatapoja
Kielioppeihin liittyville kisitteille ovat seuraavat merkintdkaytannot vakiintuneet:
e Vilikesymboleita: A, B,C,...,5,T.

e Piidtemerkkeja: kirjaimet a,b,c,...,s,t; numerot 0,1,...,9; erikoismerkit; lihavoidut
tai alleviivatut varatut sanat (if, for, end, ...).

e Mielivaltaisia merkkejd (kun vilikkeitd ja padtteitd ei erotella): X,Y, Z.
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e Piitemerkkijonoja: u, v, w,z,y, 2.

e Sekamerkkijonoja: a,3,7,...,w.

e Produktiot, joilla on yhteinen vasen puoli A, voidaan kirjoittaa yhteen: joukon
A—w, A= wy, ...A = wi

sijaan kirjoitetaan
A—wy|wy]| ... | wg.

e Kielioppi esitetdan usein pelkkand sidntojoukkona:

Al — W11 | - | wlkl
A2 — W21 | e | Wk,
Ap — Wnt | oo | Wik,

Talloin paatellaan vilikesymbolit edellisten merkintdsopimusten mukaan tai siita, etta
ne esiintyvit sddntéjen vasempina puolina; muut esiintyvat merkit ovat pddtemerkke-
ja. Ldhtosymboli on talldin ensimmdisen sddnnén vasempana puolena esiintyva vilike;
tassa sils Aj.

3.2 Saannolliset kielet ja kontekstittomat kieliopit

Edelld on jo todettu, etta kontekstittomilla kieliopeilla voidaan kuvata joitakin ei-sadnndllisia
kielid (esimerkiksi kielet Lmatch ja Lexpr). Seuraavassa ndhdddn, ettd myos kaikki sddnnol-
liset kielet voidaan kuvata kontekstittomilla kieliopeilla. Kontekstittomat kielet ovat siten
sddnnollisten kielten aito yliluokka.

Kontekstiton kielioppi on oikealle lineaarinen (engl. right linear), jos sen kaikki produktiot
ovat muotoa A — A tai A — aB, ja vasemmalle lineaarinen (engl. left linear), jos sen kaikki
produktiot ovat muotoa A — X tai A — Ba'. Osoittautuu, etti seki vasemmalle ett3
oikealle lineaarisilla kieliopeilla voidaan tuottaa tdsmalleen sdanndlliset kielet, minka takia
niita kielioppeja nimitetddn myos yhteisesti sddnndllisiksi. Todistetaan tissd viite vain
oikealle lineaarisille kieliopeille; vasemmalle lineaarisia kielioppeja koskeva todistus sujuu
hyvin samaan tapaan.

Lause 3.1 Jokainen sddnnollinen kieli voidaan tuottaa oikealle lineaarisella kieliopilla.

Todistus. Olkoon L aakkoston ¥ sidnnéllinen kieli, ja olkoon M = (@, X, 8, go, F') sen tunnis-
tava (deterministinen tai epddeterministinen) &érellinen automaatti. Seuraavalla konstruk-
tiolla voidaan muodostaa kielioppi Gar, jolla on L(Gar) = L(M) = L.

Kieliopin Gps pddteaakkosto on sama kuin M:n syoteaakkosto X, ja sen vilikeaakkostoon
otetaan yksi vilike A, kutakin M:m tilaa ¢ kohden. Kieliopin ldhtésymboli on Ay, ja sen
produktiot muodostetaan M :n siirtymid jiljitellen seuraavaan tapaan:

(i) kutakin M:n lopputilaa ¢ € F’ kohden kielioppiin otetaan produktio A, — A;

1 Usein sallitaan oikealle ja vasemmalle lineaaaristen kielioppien miaritelmissi myos muotoa A — a olevat
produktiot. On helppo todeta, etta tama laajennus ei muuta kielioppien kuvausvoimaa.
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Kuva 3.1: Yksinkertainen dédrellinen automaatti.
(ii) kutakin M:m siirtymid ¢ — ¢’ (so. ¢’ € 6(q,a)) kohden kielioppiin otetaan produktio
Ay — ady.

Konstruktion oikeellisuuden tarkastamiseksi merkitddn vilikkeestd A, tuotettavien padte-
jonojen joukkoa

L(Ay) ={z € X" | Ay = "a}.
Gar
Induktiolla merkkijonon # pituuden suhteen voidaan osoittaa, ettd kaikilla ¢ on
€ L(A,) joss (q,z)F"(qf,A) jollakin g5 € F.
M
Erityisesti on siis
L(Gu) = L(Ag) = Az €37 [ (q0,2)F"(g5,) jollakin ¢ € F}

= LM)=1L. g

Esimerkiksi kuvan 3.1 automaattia vastaava kielioppi on:

Al — (LAl | bAl | bA2
Ay — A|bAs.

Lause 3.2 Jokainen oikealle lineaarisella kieliopilla tuotettava kieli on sddnnéllinen.

Todistus. Olkoon G = (V, X, P, 5) oikealle lineaarinen kielioppi. Muodostetaan kielen L(G)

tunnistava epddeterministinen direllinen automaatti Mg = (Q, Y, 6, ¢s, F') seuraavasti:

e Automaatissa Mg on yksi tila kutakin G:n vilikettd kohden:

Q={qalAcV -X}.

Mg alkutila on G':n 1&8htésymbolia S vastaava tila ¢g.

Mg syoteaakkosto on sama kuin G:n paiteaakkosto 3.

e Mg:n siirtyméfunktio 6 jaljittelee G:n produktioita siten, ettd kutakin produktiota
A — aB kohden automaatissa on siirtymé g4 — ¢ (so. ¢g € 6(qa,a)).

M¢:n lopputiloja ovat ne tilat, joita vastaaviin vilikkeisiin liittyy G:ssa A-produktio:

F={g€Q|A—rePh

Konstruktion oikeellisuus voidaan jalleen tarkastaa induktiolla kieliopin GG tuottamien ja au-
tomaatin Mg hyviksymien merkkijonojen pituuden suhteen.
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3.3 Kontekstittomien kielioppien jasennysongelma

Keskeinen kontekstittomiin kielioppeihin liittyvi laskennallinen ongelma on niiden jdsennys-
t. tunnistusongelma (engl. parsing problem, recognition problem):

“Annettu kontekstiton kielioppi G ja merkkijono z. Onko z € L(G)?”

(Esimerkiksi: “Annettu Pascal-kielen kielioppi ja merkkijono P. Onko P syntaktisesti vir-
heetén Pascal-ohjelma?”)

Talle ongelmalle ja sen erikoistapauksille, missi G' on jotakin rajoitettua muotoa, on
kehitetty useita ratkaisumenetelmid, jisennysalgoritmeja. Mikdin tunnetuista menetelmisti
ei kuitenkaan ole yksiselitteisesti paras, vaan eri algoritmit sopivat erilaisiin tilanteisiin.

Seuraavassa esitelladan kontekstittomien kielten jasentamisen perustana olevaa kasitteis-
t64, tavoitteena parin suhteellisen yksinkertaisen jisennysmenetelman esittely.

Jasennysten esittaminen: johdot ja jasennyspuut

Olkoon v € V* kieliopin G = (V, X, P, 5) lausejohdos, so. merkkijono, jolla S:G>*'y. Lah-

tosymbolista S merkkijonoon 7 johtavaa suorien johtojen jonoa
S=q=>m="=>1m=7

sanotaan vy:n johdoksi (engl. derivation) G:ssid. Johdon pituus on siihen kuuluvien suorien
johtojen maara; edelld siis n.

Lausejohdoksella on tavallisesti useita johtoja; esimerkiksi lause a + a voidaan johtaa
kieliopissa Gexpr (5. 35) seuraavilla kolmella tavalla, ja muillakin:

i) £E = E+T = T+T = F+T = a+T = a+F = a+a
(i) # = E+T = E4+F = T+F = F4+F = F4+a = a+ta
(i) £ = E4T = E+4+F = E4a = TH+a = F+a = a+ta.

Kahdenlaiset johtotavat ovat erikoisasemassa: johtoy =* 7" on vasen johto (engl. leftmost
derivation), merkitddn

jos kussakin johtoaskelessa on produktiota sovellettu merkkijonon vasemmanpuoleisimpaan
vilikkeeseen: esimerkiksi edelld johto (i) on vasen johto. Vastaavasti madritellddn oikea johto
(engl. rightmost derivation). T&td merkitdan

!
~=* Al
/rln !

esimerkiksi edelld (iii) on oikea johto. Suoria vasempia ja oikeita johtoaskelia merkitddn
7= jay =

Suurin osa vaihtoehtoisten johtotapojen eroista muodostuu vain valikkeiden laventami-
sesta eri jarjestyksessd: esimerkiksi edelld johdot (i) — (iii) ovat kaikki “pohjimmiltaan” sa-
manlaisia. Esitystapa, jossa nami epaoleelliset erot on abstrahoitu pois, on lausejohdoksen
Jasennyspuu (syntaksipuu, johtopuu) (engl. parse tree, syntax tree, derivation tree). Jisen-
nyspuu kertoo ainoastaan, miten vilikkeet on lavennettu, ei missd jdrjestyksessdlavennukset
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FE
AN
F + T
T F
F a

a

Kuva 3.2: Lauseen a + a jisennyspuu kieliopissa Gexpr.

on tehty. Esimerkiksi kaikkia kolmea edelld esitettya johtoa vastaa sama, kuvassa 3.2 esitetty
jasennyspuu.

Tésmallisemmin voidaan madritelld seuraavasti: olkoon G = (V, X, P, ) kontekstiton kie-
lioppi. Kieliopin G mukainen jisennyspuu on jirjestetty puu (siis puu, jossa kunkin solmun
jalkeldisten kesken on mdidritelty jarjestys vasemmalta oikealle), jolla on seuraavat ominai-
suudet:

(i) puun solmut on nimetty joukon V U {A} alkioilla siten, ettd sisdsolmujen nimet ovat
vilikkeitd (so. joukosta N = V — X)) ja juurisolmun nimend on l&htésymboli S

(ii) jos A on puun jonkin sisdsolmun nimi, ja Xy, ..., X ovat sen jilkeldisten nimet jarjes-
tyksesséd, niin A — Xy ... X on G:n produktio.

Jdsennyspuun 7 tuotos (engl. yield) on merkkijono, joka saadaan liittdmalld yhteen sen
lehtisolmujen nimet esijarjestyksessd (“vasemmalta oikealle”). Esimerkiksi kuvan 3.2 puun

tuotos on merkkijono “a 4 a”.
Johtoa
S=v=>1=>""=>"Mm=7

vastaava jasennyspuu muodostetaan seuraavasti:

(i) puun juuren nimeksi tulee S; jos n = 0, niin puussa ei ole muita solmuja; muuten

(i) jos ensimmdisessd johtoaskelessa on sovellettu produktiota S — X3 X5 ... Xy, niin juu-
relle tulee k jilkeldissolmua, joiden nimet vasemmalta oikealle ovat Xy, Xo, ..., Xi;

(ili) jos seuraavassa askelessa on sovellettu produktiota X; — Y1Y5...Y], niin juuren 7:nnelle
jalkeldissolmulle tulee [ jilkeldista, joiden nimet vasemmalta oikealle ovat Yy, Yo, ..., Y];
ja niin edelleen.

Konstruktiosta huomataan, ettd jos 7 on jotakin johtoa S =* v vastaava jasennyspuu, niin
7:n tuotos on 7.
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Jdsennyspuu: Solmut esijdrjestyksessd:
T -y FiE,ThFiaq + Ty Fhas
g/h
E2 + T1~.
Vasen johto:
X, ¥
E=FE+T=>T+T=F+T
Im Im Im
; ; >a+T=a+F=>a+a
AF]_ :-' a3 ;’ Im Im Im
\al"

Kuva 3.3: Vasemman johdon muodostaminen jasennyspuusta.

Olkoon 7 kieliopin G mukainen jisennyspuu, jonka tuotos on padtemerkkijono x. Tillin
T:sta saadaan vasen johto z:lle kdymalld puun solmut lipi esijarjestyksessd (“ylhaéltd alas,
vasemmalta oikealle”) ja laventamalla vastaan tulevat vilikkeet jirjestyksessd puun osoit-
tamalla tavalla (ks. kuva 3.3). Oikea johto saadaan kdyméilld puu lipi kddnteisessd esijér-
jestyksessd (“ylhaalta alas, oikealta vasemmalle”). Muodostamalla annetusta vasemmasta
johdosta Si*x ensin jisennyspuu edelld esitetylld tavalla, ja sitten jisennyspuusta vasen

johto, saadaan takaisin alkuperdinen johto; vastaava tulos pitee myos oikeille johdoille.
Niiden tarkastelujen perusteella voidaan esittia seuraava tarked lause:

Lause 3.3 Olkoon G = (V, X, P, S) kontekstiton kielioppi. Tdlléin:
(i) jokaisella G:n lausejohdoksella v on G:n mukainen jisennyspuu T, jonka tuotos on 7;

i) jokaista G:n mukaista jisennyspuuta T, jonka tuotos on pdadtemerkkijono x, vastaava
) okaista G baista i ; onka tuol il i ; ;
yksikdsitteiset vasen ja oikea johto S=*z ja S="x.
Im rm

Seuraus 3.4 Jokaisella G:n lauseella on vasen ja oikea johto.

Kontekstittoman kieliopin tuottamien lauseiden jisennyspuut, vasemmat ja oikeat johdot
vastaavat siis yksikisitteisesti toisiaan?. Kieliopin (7 jisennysongelman ratkaisuun katsotaan
usein kuuluvan pelkdn pditésongelman “Onko z € L(G)?” ratkaisemisen lisiksi jonkin niistd
jasennysesityksistd tuottaminen kieleen kuuluville lauseille z.

?Vastaavuus ei pade mielivaltaisille “keskeneriisille” lausejohdoksille: kaikilla lausejohdoksilla on jasennys-
puu, mutta ei vilttimattd vasenta eikd oikeaa johtoa (esimerkiksi lausejohdokset T+ F' ja F + F sivun 38
johtoesimerkin kohdassa (ii)).
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FE F
| JF/T\ N
a F * E F + F a

a a a a

Kuva 3.4: Lauseen a + a * a kaksi erilaista jisennysta.

Kieliopin moniselitteisyys

Lauseella voi olla kieliopissa useita jasennyksid, joskin tidma on yleensd kieliopilta ei-
toivottu ominaisuus. Esimerkiksi lauseella a 4+ a * a on kieliopissa Gy, (s. 35) kuvan 3.4
esittamat kaksi jasennysta.

Kontekstiton kielioppi G' on moniselitteinen (engl. ambiguous), jos jollakin G':n lauseella
@ on kaksi erilaista G:n mukaista jisennyspuuta. Muuten kielioppi on yksiselitteinen (engl.
unambiguous). Kontekstiton kieli, jonka tuottavat kieliopit ovat kaikki moniselitteisia, on
luonnostaan moniselitteinen (engl. inherently ambiguous).

Esimerkiksi kielioppi Gy,
Kieli Lexpr = L(Glypy) €l ole luonnostaan moniselitteinen, koska silld on my6s yksiselitteinen
kielioppi Gexpr. Luonnostaan moniselitteinen on esimerkiksi kieli

on moniselitteinen, kieliopit Gexpr ja Gmatch Yksiselitteisia.

{a'b’c* | i = j tai j =k},

mutta tamin viitteen todistus on suhteellisen mutkikas ja sivuutetaan tassa.

3.4 Rekursiivisesti eteneva jasentaminen

LL(1)-kieliopit ja niiden jasentaminen
Tarkastellaan seuraavaa yksinkertaista, pelkdstddn yhteen- ja vihennyslaskuja sisidltavia arit-
meettisia lausekkeita tuottavaa kielioppia G:

E — TH+E|T-E|T

T — al(E).

Muokataan G:std vilikkeen E produktiot “tekijoimélla” ekvivalentti (so. saman kielen tuot-
tava) kielioppi G':

E — TFE

E = —|—E|—E|A
T — al(E).
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Kieliopin G’ tuottamille lauseille on hyvin helppoa muodostaa vasemmat johdot suoraan
lihtosymbolista E alkaen, silld jisennyksen joka vaiheessa madrda tavoitteena olevan lau-
seen seuraava merkki yksikasitteisesti sen, mikd lavennettavana olevaan vilikkeeseen liittyva
produktio on valittava. Esimerkiksi lauseen a 4+ a jisentdminen sujuu seuraavasti:

Vuorossa ole-

va merkki: a + a (eof)
Vasen johto: F 1:> TE' 1=> aF'! 1:> a+ F 1:> a+TE' 1:> a+ aF' 1:> a+ a.

Kielioppia, jolla on tim# ominaisuus, sanotaan LL(1)-kieliopiksi®.

LL(1)-tyyppiselle kieliopille on helppo kirjoittaa jisennysohjelma suoraan rekursiivisina
proseduureina. Esimerkiksi kieliopin G’ pohjalta voidaan muodostaa seuraava proseduuri-
kokoelma, joka syotejonon jasennyksen yhteydessd tulostaa sen tuottavan vasemman johdon
produktiot jarjestyksessd. (“Todellisessa” jdsennysohjelmassa tietenkin produktioiden tulos-
tamisen sijaan tehtiisiin jotakin tuottavaa tyota, esimerkiksi koodingenerointia tai laskentaa.)

var next : char;
function getneat : char; ... {Seuraavan merkin selaus.}
procedure ERROR(msg : text); ... {Virheiden kisittely.}

procedure F;

begin writeln(’E — TE’’);
T, E'

end;

procedure F';
begin
if next = '+’ then
begin writeln(’E’ — +E’);
next := getnext;
E
end
else if next = ’-’ then
begin writeln(’E’ — -E’);
nexl := getnext;
E
end
else writeln(’E’ — X7)

end;

procedure 1T’;
begin
if next = ’a’ then

®Lyhenne LL(1), tai yleisemmin LL(k), tulee jisennysprosessin englanninkielisesti kuvauksesta: “left-to-
right scan, producing a left parse, with ¥ symbol lookahead”.
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begin writeln('T — a’);
next := getnexl
end
else if next = 'C’ then
begin writeln('T — (E)’);
next := gelnext,
E;
if next # ’)’ then ERROR(’) expected.’);
next := getnexl
end
else ERROR('T cannot start with this.’)
end;

begin {Pidohjelma}
next := gelnexl,

E

end.
Esimerkiksi sy6tejonoa a-(a+a) kisitellessidn ohjelma tulostaa seuraavat rivit:

E — TE’
T — a
E’ — -E
E —- TE’
T — (E)
E —- TE’
T — a
E’ — +E
E —- TE’
T — a
E> — A
E> — A

Tama tulostus vastaa vasenta johtoa:

E = TE' =aeF' =a-FE=a-TE =>a—-(E)E' = a— (TE"E'
= a—(aEYE'=a—(a+ E)E'=a—(a+TE)E' = a—(a+ aE")E
=> a—(at+a)E' = a—(a+a).

LL(1)-kielioppien yleinen muoto

Yleisessd tapauksessa LL(1)-kieliopit voivat olla hieman edelld esitettyd mutkikkaampia: li-
sapiirteitd tuovat produktiot, joiden oikeat puolet alkavat vilikkeelld, ja tyhjentyvdit (engl.
nullable) vilikkeet: sellaiset A, joilla A =* A.

Tarkastellaan esimerkkind seuraavaa, sidnnoéllisen lausekkeen a*b U ¢*d kuvaaman kielen
tuottavaa kielioppia:

S — Ab | Cd
A — aA | A
C — cC | A\
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Jos tata kielioppia kaytettdessd jasennettiava lause alkaa a:lla tai b:11a, pitdd ensin soveltaa
produktiota S — Ab, jos taas ¢:lld tai d:ll4, niin produktiota S — Cd. Kielioppi on siten
LL(1)-tyyppinen, vaikka alussa sovellettavaa produktiota ei voidakaan paatelld pelkdstdan
S:n produktioiden perusteella.

Taminkaltaisten tilanteiden késittelemiseksi madritelldin seuraavat annetun kieliopin
G = (V,%, P, S) vilikkeisiin liittyvit padtemerkkijoukot®:

FIRST(A)

{a € ¥ | A =" azx jollakin z € ¥*}
U{A| A=" 2}
= {A:sta johdettavien paitejonojen ensimmaiset merkit}
U {A, jos A voi tyhjentya};
FOLLOW(A) = {a€e X |S =" adap joillakin o, € V*}
U{A| S =" ad jollakin a € V*}
= {ne paatemerkit, jotka voivat seurata A:ta jossakin G:n lausejohdoksessa}

U {A, jos A voi sijaita lausejohdoksen lopussa}.

Esimerkiksi edellisen esimerkkikieliopin tapauksessa saadaan:

FIRST(S) = {a,b,c,d}, FIRST(A)={a,A}, FIRST(C) = {c,A\}
FOLLOW(S) = {\},  FOLLOW(A) = {b}, FOLLOW(C) = {d}.

Laajennetaan FIRST-joukkojen maaritelma mielivaltaisille merkkijonoille seuraavasti:

FIRST(A) = {A};
FIRST(a) = A{a} kaikilla a € ¥;
FIRST(X)U...UFIRST(X;) - {\},
jos A € FIRST(X)),..., FIRST(X,_1), A ¢ FIRST(X;);
FIRST(X;)U...U FIRST(X}),
jos A € FIRST (X)) kaikilla ¢ = 1, ..., k.

FIRST(X;...X}) =

Viela tarvitaan méaritelmin suoraviivainen laajennus yksittaisiltda merkkijonoilta merkki-
jonojoukkoihin:

FIRST(L) = | J FIRST(w).
weL
Kieliopin LL(1)-ehto voidaan nyt ilmaista tdsméillisesti seuraavasti: kielioppi on LL(1)-

muotoinen, jos sen milld tahansa kahdella samaan véilikkeeseen A liittyvalld produktiolla
A — wy ja A — wy, w # wg, On voimassa:

FIRST({w; }JFOLLOW(A)) N FIRST ({w;}FOLLOW(A)) = 0.

LL(1)-kieliopin rekursiivisesti etenevi jisentdji muodostetaan yleisessd tapauksessa seu-
raavan kaavan mukaan:

*Tarkkaan ottaen joukot voivat sisiltii yksittdisten padtemerkkien lisiksi my6s tyhjin merkkijonon .
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Apurutiinit:

function getnext : token; {Seuraavan pditesymbolin selaus

e — voi olla > 1 kirjainmerkkia.}

procedure ERROR(msg: text); {Virheiden kasittely; parametri msg
sisaltaa virheilmoitustekstin.}

Vilikettd A vastaava proseduuri:

procedure A; {A:n produktiot A — wy | ... |w,}
begin
if next in [a11,...,a1m,| then {FIRST({w1 }FOLLOW(A)) = {a11,...,a1m, } }
begin {produktio A — w;}
parse(wy)
end else

if next in [an1, ..., anm,] then {FIRST({w, }FOLLOW(A)) = {an1, ..., Cpm, } }
begin {produktio A — w, }
parse(wy,)
end else
ERROR(’A cannot start with this.’)
end;

Téssd lyhennemerkintd “parse(w;)” tarkoittaa seuraavalla tavalla muodostettavaa kisky-
jonoas:

parse(Xq1...Xy) = parse(Xy);...; parse(Xy), missa
parse(a) = if next # a then ERROR(’a expected.’);

nexl 1= getnext, kun a on paitemerkki;
parse(B) = B, kun B on vilike.

Kielioppien muokkaaminen LL(1)-muotoon

LL(1)-kieliopit ovat varsin suppea, joskin hyddyllinen kielioppiluokka®. Seuraavassa esitetdin
kaksi kielioppimuunnosta, joilla “melkein” LL(1)-muotoisia kielioppeja voidaan muuntaa ti-
han muotoon.

1. Vasen tekijointi

Kielioppi, jossa on produktiot

Aﬁaﬂllaﬂ% O‘#}‘aﬂl#ﬂ2

®Sallimalla yhden merkin sijaan k¥ merkin mittaiset “kurkistusjonot” saadaan yleisemmit LL(k)-kieliopit,
jotka voidaan jasentaa samaan tapaan kuin tassi. Viela yleisempi, mutta vaikeammin jasennettava, on ns.

LR(k)-kielioppien luokka.
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ei voi tiayttdd LL(1)-ehtoa®. Téllainen ongelmapaikka voidaan kuitenkin korjata ottamalla
kayttoon uusi valike A’ ja korvaamalla em. produktiot produktioilla:

A — aA
A = By B

Téassd on oletettu, ettd @ on afi:n ja afy:n pisin yhteinen alkuosa, so. ettd jonot §y ja (B
alkavat eri tavalla.
Esimerkiksi kieliopissa G (s. 41) korvattiin produktiot

E—-T+E|T-E|T
tekijoidylla esityksella

E — TEFE
E = —}—El—El)\.

2. Valittoman vasemman rekursion poistaminen

Kielioppi on vasemmalle rekursiivinen, jos jollakin vilikkeelld A ja merkkijonolla v on
A =T Ay,

missi merkintd a =1 [ tarkoittaa, ettd a:sta voidaan johtaa § johdolla, jonka pituus on
vahintadn yksi askel.

Vasemmalle rekursiivinen kielioppi ei voi tayttda LL(1)-ehtoa
so. suorat johdot A = Av, voidaan kuitenkin valtti4 korvaamalla produktiot

A= ABla,  B#A

7. Vilitén vasen rekursio,

produktioilla
A — aA
AT — BA| A

Muotoa A — A olevat produktiot, jos sellaisia on, voidaan yksinkertaisesti jattda pois.
Esimerkiksi produktioista

E — E4+T|E-T|T
voidaan poistaa vilitén vasen rekursio korvaamalla ne produktioilla

E — TFE

E' — 4TE'| -TE'| X\

Vasemman rekursion poisto on periaatteessa mahdollista yleisemminkin. Jokainen kon-
tekstiton kielioppi voidaan nimittdin muuntaa ns. Greibachin normaalimuotoon (engl. Greibach
normal form), missa kaikki produktiot ovat muotoa

A—aBy...By, k>0,

tai § — A, missd a on padtemerkki, By,..., By vilikkeitd ja S 1ahtosymboli.

SPaitsi siind poikkeuksellisessa tapauksessa, etti ainoa o:n tuottama paitejono on .
"Paitsi siini tapauksessa, etti rekursiivinen johto on valikkeelle A ainoa mahdollinen — mutta silloin A:sta
ei voida johtaa mitaan paatejonoa, ja se voidaan poistaa kieliopista tuotettua kielta muuttamatta.
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# Liite: FIRST- ja FOLLOW-joukkojen laskeminen

Annetun kieliopin G = (V, X, P, §) vilikkeisiin liittyvat FIRST- ja FOLLOW-joukot voidaan
muodostaa systemaattisesti seuraavalla menetelmalla.

Ensin lasketaan FIRST-joukot:
1. Asetetaan aluksi kaikille kieliopin paitteille a € X:
FIRST(a) := {a},
ja kaikille valikkeille A € V — X:

FIRST(A) := {a€ X | A — af on G:n produktio}
U{A| A — X on G: produktio}.

2. Kidydidan sitten kieliopin produktioita lipi jossakin jarjestyksessd ja toistetaan seu-
raavaa, kunnes FIRST-joukot eiviat endd kasva: kullekin produktiolle A — X;...X}
asetetaan:

FIRST(A) := FIRST(A) U
(J{FIRST(X;) | 1 <i <k, A € FIRST(X;) kaikilla j < k}
U{A| X € FIRST(X;) kaikilla j =1,...,k}.
FOLLOW-joukot maaritetian sitten FIRST-joukkojen avulla seuraavasti:

1. Asetetaan aluksi kaikille valikkeille B € V — ¥*:
FOLLOW(B) := [ {FTRST(8) - {A} | A — aBg on G:n produkiio},

ja lahtésymbolille S lisdksi:

FOLLOW(S) := FOLLOW(S) U {A}.

2. Sitten toistetaan, kunnes FOLLOW-joukot eivit endd kasva: kullekin produktiolle A —
aBfj, missi A € FIRST(3), asetetaan:

FOLLOW(B) := FOLLOW(B) U FOLLOW(A).

3.5 Attribuuttikieliopit

Kiteva tapa liittda kontekstittomiin kielioppeihin yksinkertaista kielen semantiikan kuvausta
ovat ns. attribuuttikieliopit (engl. attribute grammars).

Ideana tédssd on, ettd kukin kieliopin mukaisen jasennyspuun solmu, jonka nimend on
symboli X, ajatellaan “tietueeksi”, joka on “tyyppid” X. “Tietuetyyppiin” X kuuluvia
“kenttid” sanotaan X:n attribuuteiksi (engl. attributes) ja merkitddn X.s, X.t jne. Kussakin
X-tyyppisessa jasennyspuun solmussa ajatellaan olevan X:n attribuuteista eri ilmentymdt
(engl. instances).
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[%=722319

U ;v=319

Kuva 3.5: Attributoitu jasennyspuu.

Kieliopin produktioihin A — X ...X}; liitetdan sitten attribuuttien evaluointisddntdjd
(engl. evaluation rules), jotka ilmaisevat miten annetun jisennyspuun solmun attribuutti-
ilmentymien arvot maardytyvit sen isd- ja jalkeldissolmujen attribuutti-ilmentymien arvoista.
Saannot voivat olla periaatteessa minkalaisia funktioita tahansa, kunhan niiden argument-
teina esiintyy vain paikallisesti saatavissa olevaa tietoa. Tarkemmin sanoen: produktioon
A — Xq...X; liitettdvissd sadnndissd saa mainita vain symbolien A, X4, ..., X attribuut-
teja.

Esimerkiksi seuraavassa on etumerkillisia kokonaislukuja tuottavaan kontekstittomaan
kielioppiin liitetty attribuutit ja niiden evaluointisdannot kieliopin tuottamien lukujen arvojen
maarittamiseen. Kuhunkin jasennyspuun X-tyyppiseen vialikesolmuun liitetdan attribuutti-
ilmentyma X.v, jonka arvoksi tulee X:std tuotetun numerojonon lukuarvo; erityisesti juu-
risolmun v-ilmentyméan arvoksi tulee koko puun tuotoksena olevan numerojonon lukuarvo.

Produktiot: Fvaluointisddnnot:

I —= 44U Iv = Uw

I —- -U I = —Uw

I — U ) = Uw

U — D Uw = Duw

U — UD Uyw = 10xUsv+ Do
D — 0 Dwv = 0

D — 1 Dv = 1

D — 9 Dwv = 9

Produktioon U — U D liittyvassid evaluointisadnndssa on tassa kiytetty indeksimerkintad
saman vilikkeen eri esiintymien erottamiseen: U; tarkoittaa ensimmaistd produktiossa esiin-
tyvaa U:ta, U, toista jne. Tassd tapauksessa Uy viittaa produktion vasemman puolen ja Us
oikean puolen U:hun.

Kuvassa 3.5 on esitetty evaluointisdantojen mukainen attributoitu jisennyspuu kieliopin
tuottamalle lauseelle “-319”. Kuvaan on selvyyden vuoksi merkitty katkoviivoilla nakyviin
attribuutti-ilmentymien véiliset evaluointiriippuvuudet.
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Kuva 3.6: Positiokerrointa kidyttden attributoitu jasennyspuu.

Attribuuttikieliopin attribuutti ¢ on synteettinen (engl. synthetic), jos sen kuhunkin pro-
duktioon A — Xy ... X} liittyva evaluointisddnté on muotoa A.t := f(A, Xy,..., X;). Tadmi
merkitsee sita, ettda jasennyspuussa kunkin solmun mahdollisen ¢-ilmentyméan arvo riippuu
vain solmun omien ja sen jalkeldisten attribuutti-ilmentymien arvoista; esimerkiksi edelld
attribuutti v on synteettinen. Muunlaiset attribuutit ovat periytyvid (engl. inherited).

Attribuuttisemantiikan kuvauksessa pyritdan kayttamaan padasiassa synteettisia attri-
buutteja, koska ne voidaan evaluoida helposti yhdelld jisennyspuun lehdistd juureen suun-
tautuvalla lapikdynnilla. Mitddn periaatteellista estettd myds perittyjen attribuuttien kiyt-
t66mn ei kuitenkaan ole — kunhan attribuutti-ilmentymien riippuvuusverkkoihin ei tule sykle-
ja. Esimerkiksi edella olevaan, etumerkillisid kokonaislukuja tuottavaan kielioppiin voitaisiin
liittaa lukujen arvot méarittava semantiikka my6s seuraavasti, periytyvad “positiokerroin”-
attribuuttia s ja synteettista “arvo”-attribuuttia v kiyttaen:

Produktiot: Fvaluointisddnnot:

I — 4U Us = 1, I = Uw

I — U Us = 1, Iv = -Uw

I —= U Us := 1, I.v = Uw

U — D Uv = (D.w)x*(U.s)

U — UD Uzs = 10%(Uq.s), Urovo = Uswv+ (Dw)x(Uy.s)
D — Do =

D — 1 Dv = 1

D — 9 Dv = 9

Kuvassa 3.6 on esitetty tdman semantiikan mukainen attributoitu jasennyspuu lauseelle
“-319”.

Attribuutti-ilmentymien arvot voidaan usein laskea suoraan jasennysrutiineissa, tarvitse-
matta muodostaa jasennyspuuta eksplisiittisesti. Esimerkkind tdstd on seuraavassa ohjelma,
joka muuntaa syOtteend annettuja aritmeettisia lausekkeita ns. postfiz-esitykseen.

Aritmeettisen lausekkeen postfix-esityksessa kirjoitetaan ensin operandit, sitten operaat-
tori; esimerkiksi lauseke “(a + b) * ¢” kirjoitettaisiin “ab + e+”. Téllaisen esityksen etu ta-
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vanomaiseen infiz-esitykseen verrattuna on, etta postfix-esityksessa ei milloinkaan tarvita sul-
kuja operaatioiden suoritusjirjestyksen ilmaisemiseen. (Tastd syystd postfix-laskujarjestysta
kiytetdadn mm. erdissa taskulaskimissa.)

Seuraavassa on tavanomaiseen, yksinkertaisia aritmeettisia lausekkeita tuottavaan kie-
lioppiin liitetty yksi synteettinen, merkkijonoarvoinen attribuutti pf; kuhunkin véilikkeeseen
X liittyvan attribuutti-ilmentyméan X.pf arvo on X :std tuotetun alilausekkeen postfix-esitys.

Produktiol: Fuvaluointisddnnot:

E — T+E Evpf = (T.pf) (Eapf ) ('+)
EFE - T E.pf = T.pf

T — FxT Ti.pf = (F.pf)(T2.pf)('+)
T — F T.pf = Fpf

F — «a Fpf = "d

F — (E) Fpf = FE.pf

Kieliopin rekursiivisesti etenevi jisentdji, jossa attribuutti-ilmentymien arvot evaluoi-
daan suoraan jisennyksen yhteydessi, on seuraava®:

var next : char;
pf :  text; {Tuloksena saatava postfix-esitys}

function getnext : char; ...
procedure ERROR(msg : text); ...
procedure E(var pf : text);

var pfl, pf2: text;
begin {E — T + E | T}

T(pf1);
if nezt = '+’ then
begin
next := getnext;
E(pf2);
pf = pfl"pf27+’
end
else pf := pfl
end;

?

procedure T'(var pf : text);

var pfl, pf2: text;

begin {T — F«T | F}
F(pf1);
if nezt = 'x’ then
begin

8Kieliopin saattaminen LL(1)-muotoon edellyttdisi tarkkaan ottaen vilikkeiden E ja T produktioiden
vasemman tekijoinnin. Tekijéinti voidaan kuitenkin sisallyttaa implisiittisesti jasennysrutiineihin esimerkista
ilmenevalla tavalla.
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next := getnert;

T(pf2);

pf = pf17pf277%
end
else pf = pfl

end;
procedure F(var pf : text);
var pfl: text;
begin {F — a | (E)}
if neaxt = ’a’ then
begin
pfi="a’;
next := getnexl
end else
if nezt = ’(’ then
begin
next := getnert;
E(pf1);
if next # ’)’ then ERROR(’) expected.’);
next := getnext;
pf = pfl
end else
ERROR(’F cannot start with this.’)
end;
begin {Piidohjelma}
next := gelnexzt;
E(pf);
writeln(pf)
end.

3.6 Eras yleinen jasennysmenetelma

Rekursiivisesti etenevd jasentdminen on selked ja tehokas jisennysmenetelmé LL(1)-kieliopeille:
n merkin mittaisen syotemerkkijonon kisittely sujuu ajassa O(n).

Mielivaltaisen kontekstittoman kieliopin tuottaminen merkkijonojen tunnistaminen ei sen
sijaan ole aivan helppoa. Yksi suoraviivainen ratkaisutapa olisi muuntaa kielioppi ensin edel-
14 mainittuun Greibachin normaalimuotoon. Taminmuotoisella kieliopilla on se ominaisuus,
ettd milld tahansa n merkin mittaisella lauseella on johto, jonka pituus on n askelta. Merkki-
jonon z, |z| = n, kuuluminen tuotettuun kieleen voitaisiin sitten testata kaymalla 1api kaikki
n askelen mittaiset johdot ja katsomalla, tuottaako jokin niistd z:n. Tama on kuitenkin hyvin
tehoton ratkaisutapa, silld jokaisessa epatriviaalissa kieliopissa on n askelen mittaisia johtoja
eksponentiaalinen miiri, so. O(¢") kappaletta jollakin ¢ > 2.

Seuraavassa esitetdan eras yleinen menetelma, ns. Cocke—Younger—Kasami-t. CYK-algoritms,
mielivaltaisen kontekstittoman kieliopin tuottamien merkkijonojen tunnistamiseen. Menetel-
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mé toimii ajassa O(n?), missd n on tutkittavan merkkijonon pituus.
CYK-algoritmia varten kasitellidn ensin joitakin kielioppimuunnoksia.

A-produktioiden poistaminen

Olkoon G = (V,X, P,5) kontekstiton kielioppi. Vilike A € V — X on tyhjentyvd (engl.
nullable), jos Az?*/\.

Lemma 3.5 Mistd tahansa kontekstittomasta kieliopista G voidaan muodostaa ekvivalentti
kielioppi G', jossa enintddn lihtosymboli on tyhjentyvd.

Huom. Lahtosymbolin tyhjentymistd ei voida valttda, jos A € L(G).
Todistus. Olkoon G = (V, X, P, 5). Selvitetddn ensin G'n tyhjentyvit vilikkeet seuraavasti:
(i) asetetaan aluksi

NULL:={A €V — X | A— Xon G produktio};

(ii) toistetaan sitten seuraavaa NULL-joukon laajennusoperaatiota, kunnes joukko ei endd
kasva:

NULL := NULL U

{AeV -X|A— By...B; on G produktio, B; € NULL kaikilla ¢ = 1,...

Taman jalkeen korvataan kukin G:n produktio A — Xj ... X} kaikkien sellaisten produktioi-
den joukolla, jotka ovat muotoa

X;, jos X; ¢ NULL;
X; tai A, jos X; € NULL.

A—ap...op, missa ai:{

Lopuksi poistetaan kaikki muotoa A — A olevat produktiot. Jos poistettavana on myo6s pro-
duktio S — A, otetaan muodostettavaan kielioppiin G’ uusi lahtosymboli S’ ja sille produktiot
S'—Sjas" —A n

Esimerkki A-produktioiden poistamisesta:

S — A|B

A — aBa| A = (NULL ={A,B,S})
B — bAb| A

S — A|B|A

A — aBalaa|A =

B — bAb|bb| A

S — S|A

S — A|B

A — aBa|aa

B — bAb|bb.
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Yksikkoproduktioiden poistaminen

Produktio muotoa A — B, missd A ja B ovat vilikkeitd, on yksikkoproduktio (engl. unit
production).

Lemma 3.6 Mistd tahansa kontekstittormasta kieliopista G' voidaan muodostaa ekvivalentti
kielioppt G', jossa ei ole yksikkoproduktioita.

Todistus. Olkoon G = (V, X, P, S). Selvitetddn ensin G:n kunkin vilikkeen “yksikkoseuraa-
jat” seuraavasti:

(i) asetetaan aluksi kullekin A € V — X:

F(A):={BeV —-X | A— B on G:m produktio};

(i) toistetaan sitten seuraavia F-joukkojen laajennusoperaatiota, kunnes joukot eivit endd
kasva:

F(A):=F(A)U U{F(B) | A — B on G:n produktio}.

Taman jilkeen poistetaan G:std kaikki yksikkoproduktiot ja lisdtdan niiden sijaan kaikki
mahdolliset produktiot muotoa A — w, missd B — w on G:n ei-yksikképroduktio jollakin
BeF(A). o

Esimerkkind poistetaan yksikképroduktiot edelld saadusta kieliopista

S — S|A
S — A|B
A — aBa|aa
B — bAb|bb.

Vilikkeiden yksikkéseuraajat ovat: F(S') = {S, A, B}, F(5) = {A, B}, F(A) = F(B) = 0.
Korvaamalla yksikkoproduktiot edelld esitetylld tavalla saadaan kielioppi

S" — aBa|aa|bAb|bb]| A\
S — aBa|aa|bAb|bb
A — aBa|aa

B — bAb|bb.

Chomskyn normaalimuoto

Kontekstiton kielioppi G = (V, X, P,5) on Chomskyn normaalimuodossa (engl. Chomsky
normal form), jos sen vilikkeistd enintddn S on tyhjentyvi, ja mahdollista produktiota S — A
lukuunottamatta muut produktiot ovat muotoa A — BC tai A — a, missid A, B ja C ovat
valikkeitd ja a on pdatemerkki. Lisaksi vaaditaan yksinkertaisuuden vuoksi, etta lahtosymboli
S ei esiinny minkddn produktion oikealla puolella.

Lause 3.7 Mistd tahansa kontekstittomasta kieliopista G voidaan muodostaa ekvivalentti
Chomskyn normaalimuotoinen kielioppi G'.
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Todistus. Olkoon G = (V, X, P, 5). Poistetaan ensin G:std A-produktiot ja yksikképroduktiot
lemmojen 3.5 ja 3.6 konstruktioilla. Tdman jilkeen kaikki G:n produktiot ovat muotoa A — a
tai A — Xp... Xg, k> 2 (tai § — A).

Lisdtdan ensin kielioppiin kutakin padtemerkkid a varten uusi vilike C, ja sille produktio
Cy — a. Korvataan sitten kussakin muotoa A — Xi...Xg, k& > 2, olevassa produktiossa
ensin kaikki pddtemerkit em. uusilla vilikkeilld, ja sitten koko produktio produktiojoukolla

A — X144,
A — X4,

Apg — Xp1 X,

missd Aq,..., Ap_o ovat jilleen uusia vilikkeita.
(Tarkkaan ottaen uusi produktiojoukko on siis oikeastaan

A — XA
A — XéAg

Ap—2 — ‘Xllc—lelca
missi
X! — X;, jos X; eV -%;
Tl Cuy jos X;=a€X) O

Esimerkiksi sovellettaessa konstruktiota kielioppiin

S — aBCd | bbb

B — b
C — ¢
saadaan tuloksena kielioppi

S5 — C,5)
51 — BS)
53 — CCy
5 — CyS5%
52— CyCy
B — b
C — ¢
C, — a
Cy — b
cC, — ¢
Cqy — d.
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Cocke—Younger—Kasami-algoritmi

Olkoon G = (V, X, P, 5) kontekstiton kielioppi. Lauseen 3.7 nojalla voidaan olettaa, ettd G
on Chomskyn normaalimuodossa. Kysymys, kuuluuko annettu merkkijono z kieleen L(G)
voidaan tall6in ratkaista seuraavasti:

e Jos & = A, niin « € L(G) joss S — A on G:n produktio.

e Muussa tapauksessa merkitidn z = aq...a, ja tarkastellaan z:n osajonot tuottavien
valikkeiden joukkoja

Nij={A€eV-3[A="0.. ¢}, 1<i<j<m

Namai joukot voidaan laskea taulukoimalla lyhyista osajonoista pitempiin alla esitetta-
valld tavalla. Selvisti on 2 € L(G) joss S € Nyp.

Joukkojen N;; laskeminen:
(i) asetetaan aluksi kaikilla ¢ = 1,...,n:
Ni:={A€eV -3%Y|A— a on G produktio};
(ii) lasketaan sitten kaikilla £ =1,...,n — 1 ja kullakin £ kaikilla i = 1,...,n — k:

Niijr:={A €V -3 | jollakin j, i < j < i+ k, on vilikkeet
B e NZ']‘ ja Ce Nj+1,i+k s.e.
A — BC on G produktio}. p

Esimerkkind CYK-algoritmin soveltamisesta tarkastellaan Chomskyn normaalimuotoista kie-
lioppia

S — AB | BC
A — BA | «a
B — CC | b
C — AB | a

ja syotemerkkijonoa x = baaba. Algoritmin laskenta etenee tassi tapauksessa seuraavasti:

=
Nijyw | 1:0 2:a |3:a 4:b‘5:a
0 B A C |AC| B | AC
1 S, A B S,C |5, A| -
k|l 2 B B -
3 0] S,AC| —
4 S, A, C -

Tassa tapauksessa ldhtosymboli S kuuluu joukkoon Niys, joten pdatellian, ettd a kuuluu
kieliopin tuottamaan kieleen.

Yleisesti ottaen CYK-algoritmin laskentajarjestys on sellainen, ettd jotakin joukkoa N; ;44
madritettdessd edetddn samanaikaisesti sarakkeessa N;; joukkoa N; ;4r “kohti” ja diagonaalia
Nt1,i+% pitkin siitd “poispdin” (kuva 3.7).
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Kuva 3.7: CYK-algoritmin laskentajarjestys.

syGtenauha:| 1 |0 | plu |t

nauhapad:
G 74
ohjausyksikko:
qo0 K
S C
A
pino T
(tyénauha): S

Kuva 3.8: Pinoautomaatti.

3.7 Pinoautomaatit

Samaan tapaan kuin siannolliset kielet voidaan tunnistaa darellisilli automaateilla, saadaan
kontekstittomille kielille automaattikarakterisointi ns. pinoautomaattien (engl. pushdown au-
tomata) avulla.

Intuitiivisesti pinoautomaatti on darellinen automaatti, johon on lisdtty yksi potentiaa-
lisesti aaretén tyonauha (kuva 3.8). Tyoénauhan kaytto ei kuitenkaan ole rajoittamatonta,
vaan tieto on silld organisoitu pinoksi: automaatti voi lukea ja kirjoittaa vain nauhan toi-
seen paahédn, ja padstikseen lukemaan aiemmin kirjoittamiaan merkkeja sen tiytyy pyyhkia
viimeisin merkki pois. Formaalisti timi idea voidaan kuvata seuraavasti:

Maaritelma 3.2 Pinoautomaatti (engl. pushdown automaton) on kuusikko
M=(Q,%,T,6q,F),
missa
e () on tilojen darellinen joukko;
e Y on sydleaakkosto;

e [' on pinoaakkosto;
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e 0:Q X (ZU{A})Xx(TU{A}) — P(Q x (I'U{A})) on (joukkoarvoinen) siirtymdfunktio;
o ¢o € Q on alkutila
e "' C @ on (hyviksyvien) lopputilojen joukko.

Siirtymafunktion arvon
6(q7 g, 7) = {(qlaﬂl/l)a SR (Qka 719)}

tulkinta on, etta ollessaan tilassa ¢ ja lukiessaan syotemerkin o ja pinomerkin y automaatti voi
siirtyd johonkin tiloista ¢, ..., qx ja korvata vastaavasti pinon paallimmaisen merkin jollakin
merkeistd 71, ...,7¢. (Pinoautomaatit ovat siis yleisessi tapauksessa epddeterministisid.) Jos
o = A, automaatti tekee siirtymén sy6temerkkia lukematta; vastaavasti jos v = A, automaatti
ei lue pinomerkkid ja uusi kirjoitettu merkki tulee pinon paille vanhaa padllimmaista merkkia
poistamatta (“push”-operaatio). Jos pinosta luettu merkki on v # A ja kirjoitettavana on
¥ = A, pinosta poistetaan sen padllimmainen merkki (“pop”-operaatio).

Automaatin tilanne on kolmikko (¢, w,a) € @ X ¥* x I'*; erityisesti automaatin alkuti-
lanne sydétteelld x on kolmikko (go,z,A). Tilanteen (¢, w,a) intuitiivinen tulkinta on, etta
automaatti on tilassa ¢, syétemerkkijonon kisittelemdton osa on w ja pinossa on ylhdaltd
alas lukien merkkijono a.

Tilanne (¢, w, @) johtaa suoraan tilanteeseen (¢',w’, a’), merkitdin

(¢, w,a) (¢, w',a),

jos voidaan kirjoittaa w = ow’, a = v5, o’ = '8 (|o],|7],|7] < 1), siten ettd
(¢'.7") € (g, 0,7).

Tilanne (¢, w, @) johtaa tilanteeseen (¢',w’, a'), merkitaan

(q,w, O‘);*(qla w', al)a
jos on olemassa tilannejono (qo, wo, @), (g1, w1,01), ..., (Gn, Wy, @y), n > 0, siten ettd

(q7 w, a) = ((]07 Wo, CEO) Jl\_/j (q17 wi, al) Jl\_l e Jl\_l (Qn7 W, an) = (q/7 wl7 O/)'
Pinoautomaatti M hyvdksyy merkkijonon z € X*, jos
(go,z, M (g5, A, @) joillakin ¢f € F ja o € X%,
M

siis jos se syGtteen loppuessa on jossakin hyviksyvissad lopputilassa; muuten M hylkdd x:n.
Automaatin M tunnistama kieli on:

L(M)={z € X (qo,a:,)\)ﬂlz*(qf,)\,a) joillakin ¢ € F ja a € ¥*}.

Esimerkiksi ei-saannollinen kontekstiton kieli {a*b* | £ > 0} voidaan tunnistaa seuraavanlai-
sella pinoautomaatilla:

M = ({q07 q1, 92, q3}7 {aa b}a {A7A}7 67 q0, {q07 QB}),
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a,\[A

b, A/

Kuva 3.9: Kielen {a*b* | & > 0} tunnistava pinoautomaatti.

6(q0,a,A) = {(q1,4)},
6(q1,a,\) {(a1, A)},
6(q1,0, A) (g2, M)},
6(q1,0,4) {(g3, M)},
6(q2,0, A) {(g2,7)},
8(q2,0, A) {(g3, M)},
6(q,0,7) = 0 muilla (¢, 0,7).

Esimerkiksi syotteella aabb automaatti M toimii seuraavasti:

(QO7aabb7A) + (Qthb’A) + (q17bb7AA)
+ (Q27b7A) + (937/\7/\)-

Koska g3 € F' = {qo,qs}, on siis aabb € L(M).

Myo0s pinoautomaateille voidaan kehittda kaavioesitys adrellisten automaattien tilasiir-
tymakaavioita suoraviivaisesti yleistamailla. Esimerkiksi edellinen automaatti M voitaisiin
esittdd kuvan 3.9 mukaisena kaaviona.

Pinoautomaateilla on kontekstittomien kielten teoriassa ja uusien jasennysmenetelmien
kehittelyssa erittiin tarked asema, joka perustuu niiden vastaavuuteen kontekstittomien kie-
lioppien kanssa:

Lause 3.8 Kieli on kontekstiton, jos ja vain jos se voidaan tunnistaa pinoautomaatilla.

Todistus. Sivuutetaan. [

Pinoautomaatti M on deterministinen, jos jokaisella tilanteella (¢, w,«) on enintddn yksi
mahdollinen seuraaja (¢',w’,a’), jolla

(¢;w,0) k(¢ w',a)
M

Hieman yllattden darellisten automaattien peruslauseen 2.2 (s. 19) vastine ei pinoautomaat-
tien kohdalla pidakadn paikkaansa, vaan epddeterministisel pinoautomaatit ovat aidosti vah-
vempia kuin deterministiset. Esimerkiksi kieli {ww® | w € {a,b}*}° voidaan tunnistaa epi-
deterministiselld, mutta ei deterministiselld pinoautomaatilla. (Todistus sivuutetaan.)

9Merkinta w® tarkoittaa merkkijonoa w takaperin kirjoitettuna: jos w = ajas ... ag, niin wl =ay...aza;.
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Kuva 3.10: Kontekstittoman kielen merkkijonon pumppaus.

Kontekstiton kieli on deterministinen, jos se voidaan tunnistaa jollakin deterministiselld
pinoautomaatilla. Determinististen kielten luokka on kontekstittomien kielten jasennysteo-
riassa keskeinen, silla sithen kuuluvat kielet voidaan jasentad oleellisesti tehokkaammin kuin
vleiset, mahdollisesti epddeterministisen automaatin vaativat kontekstittomat kielet.

3.8 x Kontekstittomien kielten rajoituksista

Kontekstittomille kielille voidaan todistaa samantapainen pumppauslemma kuin sddnnollisil-
lekin kielille (Lemma 2.6, s. 32). Erona on vain se, ettd nyt merkkijonoa on pumpattava sa-
manaikaisesti kahdesta paikasta. Muotoilunsa takia tulos tunnetaan myos “uvwazy-lemman”
nimella.

Lemma 3.9 (uvwxy-lemma) Olkoon L kontekstiton kieli. Tdlléin on olemassa sellainen
n > 1, eltd mikd tahansa z € L, |z| > n, voidaan jakaa osiin z = voway siten, eltd

(1) |vx] > 1,
(i) lowa] <,
(iii) wolwaz'y € L kaikilla i = 0,1,2,....

Todistus. Olkoon G = (V,%, P,5) Chomskyn normaalimuotoinen kielioppi L:lle. Téllgin
missd tahansa G jasennyspuussa, jonka korkeus (= pisimmén juuresta lehteen kulkevan
polun pituus) on h, on enintdin 2" lehte#. Toisin sanoen, minki tahansa z € L jokaisessa
jasennyspuussa on polku, jonka pituus on viahintdan log, |z|.

Olkoon k = |V — ¥ kieliopin G vilikkeiden miiri. Asetetaan n = 281, Tarkastellaan
jotakin z € L, |z| > n, ja sen jotakin jasennyspuuta.

FEdellisen nojalla puussa on polku, jonka pituus on > k + 1; tilla polulla on siis jonkin
vilikkeen toistuttava. Olkoon A polun “alimmainen” toistuva vilike (ks. kuva 3.10). Merk-
kijono z voidaan nyt osittaa z = wvway, missd w on A:n alimmasta ilmentymasta tuotettu
osajono ja vwz seuraavaksi ylemmastd A:n ilmentyméstd tuotettu osajono; osajonot saadaan
johdosta

S =* udy =% wAzy = uvoway.
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Koska siis 5 =* uAy, A =* vAz ja A =™ w, osajonoja v ja x voidaan “pumpata” w:n
ymparilla:

§ =% udy =* wwAzy = wo?Az?y =* .. = wldaty =% wlwaly.

Siten uwv'wz'y € L kaikilla i = 0,1,2,.. ..

Koska kielioppi G on Chomskyn normaalimuodossa ja A =* vAz, on oltava |vz| > 1.
Koska edelleen tarkasteltavana on tietyn polun alimman toistuvan véilikkeen kaksi alinta
ilmentymad, on polun ylemmaéstd A:n ilmentymasta alkavan loppuosan pituus oltava enintdan
E + 1. Téstd seuraa vastaavan alipuun tuotokselle pituusraja [vwz| < 25¥' =n. g

Esimerkkini lemman 3.9 soveltamisesta osoitetaan, etti kieli I = {a*b*c* | k > 0} ei ole
kontekstiton. Oletetaan nimittain, ettd L olisi kontekstiton; valitaan parametri n lemman
mukaisesti ja tarkastellaan merkkijonoa z = a™b"¢™ € L. Lemman mukaan z voidaan jakaa
pumpattavaksi osiin

z = woway, lva| > 1, lvwz| < n.
Viimeisen ehdon takia merkkijono vz ei voi sisdltia sekd a:ta, b:td ettd c:td. Merkkijonossa
uvwzly = wwy on siten ylijiimi jotakin merkkii muihin merkkeihin nihden, eiki se voi
olla kielen I méairitelméssi vaadittua muotoa, vaikka lemman mukaan pitiisi olla wwy € L.



Luku 4

Turingin koneet

4.1 Kielten tunnistaminen Turingin koneilla

Seuraavassa esitettdvan automaattimallin kehitti brittimatemaatikko Alan Turing vuosina
1935-36 — siis noin 10 vuotta ennen ensimmaisten tietokoneiden kehittdmistd — pohtiessaan
mekaanisen laskennan rajoja. Nienndisestd yksinkertaisuudestaan huolimatta tAma Turingin
automaattimalli on huomattavan voimakas. Ns. Churchin-Turingin teesin mukaan perati
mikd tahansa mekaanisesti (lue: tietokoneella) ratkeava ongelma voidaan ratkaista Turingin
koneella.

Churchin—Turingin teesid ei voi muodollisesti todistaa oikeaksi, koska “mekaanisesti rat-
keava ongelma” on intuitiivinen kisite, jonka kaikkia tulevia ilmentymia on mahdoton en-
nustaa. Viitettd voi kuitenkin perustella silli, ettd hyvin monet, riippumattomasti kehitetyt
ja peruslahtokohdiltaan hyvinkin erilaiset mekaanisen laskennan formalisoinnit ovat lopul-
ta osoittautuneet laskentavoimaltaan ekvivalenteiksi Turingin koneiden kanssa: esimerkkeina
mainittakoon Goédelin ja Kleenen rekursiivisesti méadritellyt funktiot (1936), Churchin A-
kalkyyli (1936), Postin (1936) ja Markovin (1951) merkkijonomuunnossysteemit, sekid kaikki
nykyiset ohjelmointikielet.

Téamdn monisteen tavoitteiden kannalta Turingin koneita voidaan ajatella hyvin yksin-
kertaisena ohjelmointiformalismina, jolla voidaan ilmaista kaikki mitd vahvemmillakin ohjel-
mointikielilla — tosin kémpelosti. Turingin koneiden etu on siiné, ettd juuri yksinkertaisuu-
tensa takia niitd on helppo kdyttda mekaanisen laskettavuuden (so. ohjelmoitavuuden) rajoja
koskevissa yleisissa tarkasteluissa.

Intuitiivisesti Turingin kone on kuin d&rellinen automaatti, jolla sy6tenauhan sijaan on
toiseen suuntaan loputtoman pitkd tyonauha, jota kone pystyy nauhapadn valitykselld luke-
maan ja kirjoittamaan merkin kerrallaan (kuva 4.1). Nauhan alussa on erityinen alkumerkki
‘>’ ja sen kaytettyd osaa seuraa loppumerkki ‘<’. Komne pystyy lukiessaan havaitsemaan
ndma merkit, mutta se ei pysty kirjoittamaan niitd. (Tarkemmin sanoen: alkumerkin ti-
lalle kone ei saa kirjoittaa mitddn muuta merkkid, ja loppumerkki siirtyy automaattisesti
eteenpdin sitd mukaa kuin kone kirjoittaa nauhalle lisdd merkkejd.)

Tarkastellaan ensin Turingin koneiden kiyttdmistd formaalien kielten tunnistamiseen;
myohemmin késitelliin myos funktioiden laskemista ndilld automaateilla. Kielten tunnis-
tamista varten on kussakin Turingin koneessa kaksi lopputilaa, hyvaksyvd gyes ja hylkddvid
(no. Annetun merkkijonon tarkastamiseksi se kirjoitetaan koneen nauhalle sen vasempaan lai-
taan (alkumerkkid lukuunottamatta), nauhapéd sijoitetaan osoittamaan jonon ensimmdiista
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nauha: >|T|U|R|I|N|G|<| |

nauhapaa:
G 79
hj ksikko:
ohjausyksikko @
)

Kuva 4.1: Turingin kone.

merkkid, ja kone kaynnistetdan alkutilassa ¢g. Téasta lahtien kone toimii askeleittain siirty-
méifunktionsa ohjaamana: yhdessa siirtymaissd se lukee nauhapain kohdalla olevan merkin
ja paattda sitten tilansa ja luetun merkin perusteella, mika on uusi tila, nauhapaan kohdalle
kirjoitettava uusi merkki, ja siirtyyko nauhapdd kisitellyn merkin kohdalta yhden askelen
verran vasemmalle vai oikealle’. Jos kone aikanaan pysihtyy hyviksyvissd lopputilassa gyes,
merkkijono kuuluu koneen tunnistamaan kieleen; jos se taas pysidhtyy lopputilassa ¢y, tai jdd
pysahtymdattd, merkkijono ei kuulu kieleen.
Tasmallisesti voidaan méaritella:

Maaritelma 4.1 Turingin kone (engl. Turing machine) on seitsikko

M =(Q,X,T,6, qo, Gyes: tno)
missa
e () on koneen lilojen direllinen joukko;
e Y on koneen sydteaakkosto;
e I' D ¥ on koneen nauha-aakkosto; oletetaan, ettd merkit >, < ¢ T';

o §:(Q—{gyes, mo}) X (TU{>,<}) — @ X (TU{>, <})x{L, R} on koneen siirtymdfunktio;
siirtyméfunktion arvoilta

6(Q7 a) = (q/7 b7 A)

vaaditaan, ettd
(i) jos b= >, niin a = >;
(i) jos @ = >, niin b = > ja A = R;
(iii) jos b= <, niin @ = < ja A = L;
® (o € () on koneen alkutila;

® (yes € () on koneen hyviksyvd ja gno € ) sen hylkddavd lopputila.

1 Maiaritelmien yksinkertaistamiseksi nauhapiin ei sallita pysya paikallaan siirtymissi. Paikallaan pysymis-
ta voidaan tarvittaessa jaljitella siirtamalla nauhapaata yhden askelen verran edestakaisin.



4.1. KIELTEN TUNNISTAMINEN TURINGIN KONEILLA 63

Siirtymafunktion arvon
6(q7 a) = (q/7 b7 A)

tulkinta on, ettd ollessaan tilassa ¢ ja lukiessaan nauhamerkin (tai alku- tai loppumerkin)
a, kone siirtyy tilaan ¢', kirjoittaa lukemaansa paikkaan merkin b, ja siirtdd nauhapiaita
yhden merkkipaikan verran suuntaan A (L ~ “left”, R ~ “right”). Sallittuja kirjoitettavia
merkkeja ja siirtosuuntia on rajoitettu, mikili ¢ = ‘>’ tai ‘<’, ja siirtyméafunktion arvo on
aina madrittelematon, kun ¢ = gyes tai ¢ = ¢no. Joutuessaan jompaan kumpaan néisté tiloista
kone pysdahtyy heti.

Koneen tilanne on nelikko (g, u,a,v) € @ x I'* x (T'U {A}) x I'*, missd voi olla a = A,
mikdli my6s v = A tai v = A. Tilanteen (¢, u,a,v) intuitiivinen tulkinta on, ettd kone on
tilassa ¢, nauhan sisilt6é sen alusta nauhapdan vasemmalle puolelle on u, nauhapain kohdal-
la on merkki @ ja nauhan sisilté nauhapidin oikealta puolelta kiytetyn osan loppuun on v.
Mahdollisesti on ¢ = A, jos nauhapad sijaitsee aivan nauhan alussa tai sen kdytetyn osan
lopussa. Ensimmaéisessa tapauksessa ajatellaan, ettd kone “havaitsee” merkin ‘>’ ja toisessa
tapauksessa merkin ‘<’. Alkutilanne syétteelli @ = aqaz . ..a, on nelikko (go, A, a1,az...ay).
Tilannetta (¢, u, a,v) merkitdan yleensd yksinkertaisemmin (¢, uav), ja alkutilannetta syot-
teelld z yksinkertaisesti (gg, ).

Relaatiota, jossa tilanne (¢, w) johtaa suoraan tilanteeseen (¢', w’), merkitdin tavalliseen
tapaan

(4:0) - (¢, 0,

ja se maaritellaan koneen M siirtymafunktion pohjalta seuraavasti: kaikilla ¢,¢' € Q, u,v €

I'*,a,bel jace TU{A}:

e jos 6(q,a) = (¢',b, R), niin (q,uacv) F (¢, ubcv);
M

o jos é(q,a) = (¢',b, L), niin (g, ucav) - (¢', uchv);
M

o jos 6(¢q,>) = (¢';>, R), niin (g, Acv) - (¢', cv);
M

—~

jos 8(¢,<) = (¢, b, R), niin (g, ud) F (¢, ubl);
M

o jos 8(q,<) = (¢',b, L), niin (g, ucd) F (¢', uch);

M

e jos 6(q, <) =(¢',<, L), niin (g, ucA) F (¢, uc).
M

Tilanteet, jotka ovat muotoa (gyes, w) tai (gno, w) eivit johda mihinkddn muuhun tilanteeseen.
Niissa tilanteissa kone pysdhtyy.
Tilanne (g, w) johtaa tilanteeseen (q¢', w'), merkitaan

(¢, w)E"(q", w'),
M
jos on olemassa tilannejono (go, wo), (¢1,w1), - .., (gn,wr), n > 0, siten ettd

(Q7w) = (QOaUJO) J\l_d (QIawl) I (Q’nawn) = (qlaw/)'

M M

Turingin kone M hyvdiksyy merkkijonon z € ¥*, jos

(g0, 2)F*(gyes, w) jollakin w € T'*;

M
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Tila ¢

Alkutila

Hyvaksyva lopputila (gyes)
Hylkaava lopputila (gne)

c a/b, A e Tilasiirtyma 6(q, a) = (¢, b, A)

Kuva 4.2: Turingin koneiden kaavioesityksen merkinnét.

I@@é@

muuten M hylkdd x:n. Koneen M tunnistama kieli on:

LM)={z€ %" | (qo,z )Jl\—l*(qyes,w) jollakin w € T*}.

Esimerkiksi kieli {a?* | k& > 0} voidaan tunnistaa Turingin koneella

M = ({q07 q1, Qyes, qn0}7 {a}v {a}v 67 40, Gyes, qn0)7

6(qo, @) (q1,a, R),
8(q1,a) (40,0, R),
(o, <) = (qyes,< L),
6((]17<) = (Qnoa< L)

Koneen M laskenta esimerkiksi syotteelld aaa etenee seuraavasti:
(0, aaa) - (q1,aaa) - (qo, aaa) k- (¢1, aaad) - (gno, aaa).
M M M M

Koska kone pysihtyy tilassa gno, padtellidn ettd aaa ¢ L(M).

Turingin koneet voidaan kidtevimmin esittdd samantapaisilla kaavioilla kuin oli kaytossa
adrellisille automaateille ja pinoautomaateille; kaavioesityksissa kdytetyt merkinnit on esi-
telty kuvassa 4.2. Esimerkiksi edellisti, kielen {a?* | & > 0} tunnistavaa Turingin konetta
vastaava kaavio on esitetty kuvassa 4.3.

Mutkikkaampana esimerkkini on kuvassa 4.4 esitetty ei-kontekstittoman kielen {a*b%c* | k > 0}
tunnistava kone. Kaavion yksinkertaistamiseksi on tdssa noudatettu kaytantoad, jonka mu-
kaan siirtymid hylkdavadn lopputilaan ei merkitd ndkyviin. Kuvatun koneen idea on, etta
se pitad kirjaa syoOtteestd tapaamistaan a-, b- ja c-merkeistd muuttamalla ne yksi kerrallaan
Atksi, B:ksi ja C':ksi. Muutettuaan viimeisen pienen a:n isoksi kone tarkastaa, ettd myoskadn
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aja, R

Kuva 4.3: Kielen {a?* | £ > 0} tunnistava Turingin kone.

C/C,R

Kuva 4.4: Kielen {a*b*c* | k > 0} tunnistava Turingin kone.
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Al LI Al N| # #| #| #
M|A|T|H|I|S|O|N
T| Ul R| T| N| G| #| #

nauhapaa:

Kuva 4.5: Kolmeuraisen Turingin koneen nauha.

pienid b- tai c-kirjaimia ei ole jaljelld. Esimerkiksi syotteeseen aabbec liittyva laskenta etenee
seuraavasti:

(qo, aabbec) + (¢2, AABBC'c) +
(g1, Aabbece) F (q2,AABBC¢) F
(q1, Aabbec) F (g3, AABBCC() F
(¢2, AaBbcc) + (g3, AABBCC) +
(g2, AaBbce) F (g3, AABBC() F
(g3, AaBbCc) + (¢3,AABBCC(C) F
(g3, AaBbCc) F+ (¢, AABBCC) +
(¢3, AaBbCc) F (¢5,AABBCC)
(g3, AaBbCc) F (¢5, AABBCC(C) F
(¢4, AaBbCc) F (g5, AABBC(C) F
(q1, AABbCc) + (¢s, AABBCC)) F
(1, AABbC¢) + (gyes; AABBCC).

4.2 Turingin koneiden laajennuksia

Edelld esitettyd Turingin koneiden perusmiiritelmdi voidaan laajentaa monin eri tavoin
koneilla tunnistettavien kielten luokan muuttumatta. Seuraavassa esitellidn muutama hyo-
dyllisin laajennus.

Moniuraiset koneet

Téssd laajennuksessa sallitaan, ettd Turingin koneen nauha koostuu k:sta rinnakkaisesta
urasta, jotka kaikki kone lukee ja kirjoittaa yhdessi laskenta-askelessa. Koneen nauha on
siis kuvassa 4.5 esitetyn tapainen (kuvassa k = 3). Koneen siirtyméfunktion arvot ovat
vastaavasti muotoa:

8(q,(ar,...,ar)) = (¢, (b1, ..., b), A),

missd aq,...,a; ovat urilta 1,..., k luetut merkit, b1, ..., bz niiden tilalle kirjoitettavat merkit,
ja A € {L,R} on nauhapdin siirtosuunta. Laskennan aluksi tutkittava syote sijoitetaan
ykkosuran vasempaan laitaan; muille urille tulee sen kohdalle erityisid tyhjdmerkkeja .
(Oletetaan, ettd tyhjamerkki kuuluu kaikkien moniuraisten koneiden nauha-aakkostoon.)

Formaalisti voidaan médritelld k-urainen Turingin kone (engl. k-track Turing machine)
seitsikkona

M= (Q7 Ea Fa 67 q0, Qyes, Qno),

missd muut komponentit ovat kuten standardimallissa, paitsi siirtyméafunktio:

6:(Q = {gyes: tmo}) X (T* U {>,<}) = @ x (T* U {>,<}) x {L, R}.
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o [ : ],R

Kuva 4.6: Esiprosessori moniuraisen koneen sydtteen nostamiseksi ykkosuralle.

Seuraajatilannerelaation |, alkutilan jne. maaritelmat ovat myos pienia muutoksia lukuunot-

tamatta samanlaiset kuinMstandardimaﬂissa.

Moniuraisia Turingin koneita on hyvin helppo simuloida standardimallisilla, silla kyseessa
on oikeastaan vain nauha-aakkoston laajennus: k-uraisen koneen k paallekkiistd merkkia
voidaan ndhdi yhtend standardimallisen koneen “supermerkkini”.

Lause 4.1 Jos formaali kieli I voidaan tunnistaa k-uraisella Turingin koneella, se voidaan
tunnistaa myés standardimallisella Turingin koneella.

Todistus. Olkoon M = (Q, %, T, 6, qo, ¢yes, gno) k-urainen Turingin kone, joka tunnistaa kielen

L. Vastaava standardimallinen kone M\ voidaan muodostaa seuraavasti:
M = (Q7 Ea Fa 67 QOa Qyes; qno)a

missd Q = Q U {do, 41,45}, [ = SUTH (padsddntoisesti yksi koneen M merkki vastaa k:ta
paillekkaista M:n merkkid; sy6temerkit muodostavat poikkeuksen) ja kaikilla ¢ € () on

8(q. [ ]) - (¢, [

Ainoa pieni ongelma koneen M konstruktiossa on, ettd kunkin laskennan aluksi tdytyy
syotejono “nostaa” ykkosuralle, so. korvata nauhalla merkkijono aqas . ..a, merkkijonolla

JA), kun  6(q,(a1,...,ax)) = (¢, (b1,...,bg), A).

al

#

an

#

@2
#

sllel Ly
Tama voidaan tehd& liittamalla M :std kopioituun siirtymafunktion osaan kuvassa 4.6 esitetty

“esiprosessori” (kuvassa symboli a tarkoittaa “mitd tahansa aakkoston ¥ merkkid”). g

Moninauhaiset koneet

Téssé laajennuksessa sallitaan, ettd Turingin koneella on k toisistaan riippumatonta nau-
haa, joilla on kullakin oma nauhapdinsd (kuva 4.7). Kone lukee ja kirjoittaa kaikki nauhat
vhdessa laskenta-askelessa. Laskennan aluksi syote sijoitetaan ykkosnauhan vasempaan lai-
taan ja kaikki nauhapaidt nauhojensa alkuun. Téllaisen koneen siirtymafunktion arvot ovat
muotoa

6(q a1, .. ar) = (¢, (b1, A1), ..., (bk, Ag)),

missa aq,...,a; ovat nauhoilta 1,...,%k luetut merkit, b1,...,bx niiden tilalle kirjoitettavat
merkit, ja Ay,...,Ax € {L, R} nauhapiiden siirtosuunnat.
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Kuva 4.7: Kolmenauhainen Turingin kone.

Formaalisti voidaan méadaritelld k-nauhainen Turingin kone (engl. k-tape Turing machine)
seitsikkona

M= (Qv X T, 67 40, Qyes, Qno)y

missd muut komponentit ovat kuten standardimallissa, paitsi siirtyméafunktio:

8 :(Q = {yess tno}) X (TU{>,<})" = @ x (TU{>,<}) x {L,R})".

Seuraajatilannerelaatio ym. peruskasitteet méaaritellian pienin muutoksin entiseen tapaan.

Lause 4.2 Jos formaali kieli L voidaan tunnistaa k-nauhaisella Turingin koneella, se voi-
daan tunnistaa myos standardimallisella Turingin koneella.

Todistus. Todistuskonstruktio on tassdkin tapauksessa kasitteellisesti suhteellisen yksinker-
tainen, mutta sithen kuuluu valitettavan paljon sotkuisia yksityiskohtia — niinpa seuraavasssa
esitetddn vain konstruktion keskeiset ideat.

Olkoon M = (Q,%,T',6, qo, ¢yes, ¢no) k-nauhainen Turingin kone, joka tunnistaa kielen L.
Konetta M voidaan simuloida 2k-uraisella koneella M siten, ettd koneen M parittomat urat
1,3,5,...,2k — 1 vastaavat M:m nauhoja 1,2,...,k, ja kutakin paritonta uraa seuraavalla
parillisella uralla on merkilld | merkitty vastaavan nauhan nauhapéin sijainti (kuva 4.8).

Simuloinnin aluksi sy6temerkkijono sijoitetaan normaalisti koneen M yvkkosuralle, ja en-
simmaisessd siirtymassdan M merkitsee nauhapadosoittimet | parillisten urien ensimmaéisiin
merkkipaikkoihin.

Taman jalkeen M toimii “pyyhkimalla” nauhaa edestakaisin sen alku- ja loppumerkin
valilld. Vasemmalta oikealle pyyhkiisylla M kerii tiedot kunkin osoittimen kohdalla olevasta
M :n nauhamerkistd. Kun kaikki merkit ovat selvilld, M simuloi yvhden M:n siirtymén, ja
takaisin oikealta vasemmalle suuntautuvalla pyyhkaisylla kirjoittaa T-osoittimien kohdalle
asianmukaiset uudet merkit ja siirtdd osoittimia. Koneen M siirtymé&funktion ohjelmoinnin
tarkemmat yksityiskohdat sivuutetaan.

Moniurainen kone M voidaan edelleen palauttaa standardimalliseksi edellisen lauseen
konstruktiolla.
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Kuva 4.8: Kolmenauhaisen Turingin koneen simulointi kuusiuraisella.

Epadeterministiset koneet

Samaan tapaan kuin darellisistd automaateista ja pinoautomaateista, myos Turingin koneista
voidaan médritelli epiddeterministinen versio?. “Ennustuskykynsi” vuoksi epideterministi-
set Turingin koneet eivdt sindnsd ole realistinen mekaanisen laskennan malli. Sen sijaan
ne ovat, epideterminististen darellisten automaattien tapaan, tirked apuneuvo tietynlaisten
laskennallisten ongelmien kuvaamiseen ja ongeliien osoittamiseen periaatteessa ratkeaviksi.

Formaalisti epddeterministinen Turingin kone (engl. nondeterministic Turing machine)

voidaan maaritelld seitsikkona

M= (Qv Ev Fv 67 40, dyes, qno)7

missd muut komponentit ovat kuten deterministisessd standardimallissa, paitsi siirtymafunk-
tio:

61 (Q = {gyes; mo}) X (FU{>,<}) = P(@ x (PU{>,<}) x {L, R}).

Siirtymafunktion arvon

0(q,a) = {(q1,b1, A1), -, (qk, bi, Ak)}

tulkinta on, ettd ollessaan tilassa ¢ ja lukiessaan merkin @ kone voi toimia jonkin (intuitiivi-
sesti “edullisimman”) kolmikon (¢;, b;, A;) mukaisesti.

Epadeterministisen koneen tilanteet, tilannejohdot jne. maaritellian formaalisti lahes sa-
moin kuin deterministisenkin koneen tapauksessa: ainoa ero on, ettd ehdon 6(¢, a) = (¢’,b, A)
sijaan kirjoitetaan (¢',b,A) € 6(¢,a). Talld muutoksella on kuitenkin se tirked seuraus, et-

td seuraajatilannerelaatio |- ei ole endd yksiarvoinen: koneen tilanteella (¢, w) voi nyt olla
M

2Pinoautomaattien tapauksessahan itse asiassa jo perusmiiritelmi sisiltii epideterminismin, ja deter-
ministinen versio on epadeterministisen rajoitus.



70 LUKU 4. TURINGIN KONEET

1/1,R </O,R

</1,R
</1,R

Kuva 4.9: Epddeterministinen Turingin kone GEN_INT.

useita vaihtoehtoisia seuraajia, so. tilanteita (¢’, w’), joilla (¢, w) ; (¢, w3,

Kerrataan viela koneen M tunnistaman kielen maaritelma:
L(M)={x€X*| (g0, 2)F"(gyes, w) jollakin w € T*}.
M

Taman maadritelman merkitys epadeterministisen koneen M tapauksessa on siis, ettd merk-
kijono z kuuluu M:n tunnistamaan kieleen, jos jokin M:n kelvollinen tilannejono johtaa
alkutilanteesta syotteelld « hyviksyvian lopputilanteeseen.

Esimerkkind epadeterminististen Turingin koneiden kaytostd tarkastellaan yhdistettyjen
lukujen tunnistamista. Ei-negatiivinen kokonaisluku n on yhdistelty, jos silli on kokonaislu-
kutekijat p,q¢ > 2, joilla pg = n. Luku, joka ei ole yhdistetty, on alkuluku. Kaikki tunnetut
deterministiset yhdistettyjen lukujen testit joutuvat pahimmassa tapauksessa kdymdaan lapi
suuren joukon syGtteen n potentiaalisia tekijoitd. Kuten seuraavassa nihdian, epddeterminis-
tiselld Turingin koneella yhdistettyjen lukujen “tunnistaminen” ei ole paljon yhta kertolaskua
tyoliampad — mutta epddeterministinen kone ei oikeastaan annakaan mitdidn algoritmia lu-
kujen tunnistamiseen, vaan on vain laskennallinen kuvaus sille, mita yhdistetyt luvut ovat.

Oletetaan, ettd on jo suunniteltu deterministinen kone CHECK_MULT, joka tunnistaa
kielen

L(CHECK_MULT) = {n#p#q | n, p, ¢ binddrilukuja, n = pq}.

Tallaisen koneen suunnittelu on hieman ty6ldstd, mutta ei periaatteessa kovin vaikeata. Ol-
koon lisdksi GO_START deterministinen Turingin kone, joka siirtdd nauhapidn osoittamaan
nauhan ensimmadistd merkkid. (Suunnittelu HT.)

Olkoon edelleen GEN_INT kuvassa 4.9 esitetty, mielivaltaisen ykkostd suuremman binda-

riluvun nauhan loppuun tuottava epadeterministinen Turingin kone. Epadeterministinen
Turingin kone TEST_COMPOSITE, joka tunnistaa kielen

L(TEST_COMPOSITE) = {n | n on binddrimuotoinen yhdistetty luku}

voidaan nyt muodostaa ndistd komponenteista yhdistaméalld kuvan 4.10 esittdmilld tavalla.
Nihdaan, ettd yhdistetty kone hyviksyy sy6tteend annetun bindariluvun n, jos ja vain jos
on olemassa bindariluvut p,q > 2, joilla n = pg — siis jos ja vain jos n on yhdistetty luku.

*Mydhemmin tullaan tarvitsemaan siti tirkedi havaintoa, etti niiden vaihtoehtoisten seuraajatilanteiden
maara on kuitenkin aina aarellinen, ja itse asiassa sita rajoittaa vakio r = ras, joka riippuu vain koneen M
rakenteesta, el tarkasteltavasta tilanteesta. Tarkemmin sanoen: vakioksi voidaan valita suurin M:n siirtyma-
funktion arvojoukon koko,

r =max{|6(q,a)| | ¢ € Q,a e T U{>,<}}.
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Kuva 4.10: Epadeterministinen Turingin kone TEST_COMPOSITE.
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Kuva 4.11: Turingin koneiden yhdistdminen.

Kuvassa 4.10 on kdytetty Turingin koneiden yhdistdmiselle luonnollista kaaviomerkintda,
joka yleisessd muodossaan voi olla kuvan 4.11 mukainen: jos koneet My, My ja My ovat mie-
livaltaisia Turingin koneita, niin kuvan esittdméassi yhdistetyssd koneessa suoritetaan ensin
koneen My siirtymét ja sitten siirtymd Mo hyviksyvistd lopputilasta Mp:n alkutilaan ja
vastaavasti Mg:n hylkadvista lopputilasta Ms:n alkutilaan. — Tai tarkemmin sanoen koneen
My hyviksyva (hylkddva) lopputila samaistetaan Mj:n (Mym) alkutilan kanssa. Namai tilat
eivat tietenkdan endd ole yhdistetyn koneen lopputiloja.

Lause 4.3 Jos formaali kieli I voidaan tunnistaa epddeterministiselld Turingin koneella, se
voidaan tunnistaa myos standardimallisella deterministiselld Turingin koneella.

Todistus. Tyydytdan jalleen esittdmadn vain simulointikonstruktion keskeiset ideat. Ol-
koon M = (Q,X,T,9, qo, gyes, gno) epadeterministinen Turingin kone, joka tunnistaa kielen
L. Konetta M voidaan simuloida kuvan 4.12 mukaisella kolmenauhaisella deterministisella
koneella M\, joka kdy systemaattisesti 1dpi M:n mahdollisia laskentoja (tilannejonoja), kun-
nes 16ytdd hyviaksyvan — jos sellainen on olemassa. Kone M voidaan edelleen muuntaa
standardimalliseksi edellisten lauseiden konstruktloﬂla

Yksityiskohtaisemmin sanoen kone M toimii seuraavasti. Nauhalla 1 M sdilyttad kopiota
syOtejonosta ja nauhalla 2 se simuloi koneen M tyonauhaa; kunkin simuloitavan laskennan
aluksi M kopioi syotteen nauhalta 1 nauhalle 2 ja pyyhkii pois (so. korvaa tyhjimerkeilld)
nauhalle 2 edellisen laskennan jiljiltd mahdollisesti jadneet merkit. Nauhalla 3 M pitda kirjaa
vuorossa olevan laskennan “jarjestysnumerosta”. Tarkemmin sanoen, olkoon r suurin M:m
siirtyméfunktion arvojoukon koko. Talloin M:lla on erityiset nauhamerkit D1,..., D,, joista
koostuvia jonoja se generoi nauhalle 3 kanonisessa jirjestyksessa (A, Dy, Do, ..., D,, D1 Dy,
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Kuva 4.12: Epddeterministisen Turingin koneen simulointi deterministisella.

DDy, ..., D1D,, DyDy, ...). Kutakin generoitua jonoa kohden M simuloi yhden M:m
osittaisen laskennan, jossa epadeterministiset valinnat tehddin kolmosnauhan koodijonon
ilmaisemalla tavalla. Esimerkiksi jos kolmosnauhalla on jono DyD3Dj, niin ensimmaiisessa
siirtymassé valitaan vaihtoehto 1, toisessa vaihtoehto 3, kolmannessa vaihtoehto 2; ellei tdméa
laskenta johtanut M :n hyviksyvaan lopputilaan, generoidaan seuraava koodijono D1 D3D3 ja
aloitetaan alusta. Jos koodijono on epikelpo, so. jos siind jossakin kohden on tilanteeseen liian
suuri koodi, simuloitu laskenta keskeytetdan ja generoidaan seuraava jono. On melko ilmeista,
ettd tima systemaattinen koneen M laskentojen lapikdynti johtaa koneen M hyviksyméain
syotejonon, jos ja vain jos koneella M on syOtteen hyviksyvd laskenta. Jos hyviksyvia
laskentaa ei ole, kone M ei pysdhdy. g



Luku 5

Rajoittamattomat ja kontekstiset
kieliopit

Jos kontekstittomia kielioppeja yleistetdan sallimalla produktioissa yhden véilikkeen sijaan
minké tahansa valikkeistd ja padtteistd koostuvan epatyhjan merkkijonon korvaaminen toi-
sella (korvaava merkkijono voi olla tyhjd), padstaan rajoittamattomien kielioppien (engl. un-
restricted grammars t. type 0 grammars) eli yleisten muunnossysteemien (engl. string rewri-
ting systems) luokkaan.

Maaritelma 5.1 Rajoittamaton kielioppi on nelikko
G = (V7 E? P7 5)7
missa
e V on kieliopin aakkosto;

e ¥ C V on kieliopin pddtemerkkien joukko; N =V — X on wvilikemerkkien t. -symbolien
joukko;

e P C VT x V* on kieliopin sddntdjen t. produktioiden joukko (Vt = V* — {A});
e 5 € N on kieliopin ldhtésymboli.

Produktiota (w,w’) € P merkitddn tavallisesti w — w'.

Merkkijono v € V* tuottaa t. johltaa suoraan merkkijonon v’ € V* kieliopissa (G, merkitaan
= 1
T
jos voidaan kirjoittaa v = awB, 7' = aw’B (a, B,w’ € V*, w € V1), jakieliopissa on produktio
w — . Jos kielioppi G on yhteydestd selvid, relaatiota voidaan merkitd yksinkertaisesti
v =7"

Merkkijono v € V* tuottaa t. johtaa merkkijonon 7' € V* kieliopissa G, merkitain

*x 1
’Y:G> v
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jos on olemassa jono V:n merkkijonoja vo,71,...,7» (n > 0), siten ettd
=== Y=
T=YZT N7 &=

Jilleen, jos kielioppi GG on yhteydesta selvi, merkitdin yksinkertaisesti v =* /.
Merkkijono v € V* on kieliopin G lausejohdos, jos on S:G>*'y. Pelkdstadn piatemerkeista

koostuva G:n lausejohdos z € ¥* on G:n lause.
Kieliopin G tuottama t. kuvaama kieli L(G) koostuu G':n lauseista, s.0.:

L(G) = {z € ¥ | $37a}.

Esimerkiksi seuraava rajoittamaton kielioppi tuottaa kielen {a*b¥c* | k > 0}, joka luvus-
sa 3.8 todettiin ei-kontekstittomaksi:

S — LT|A
T — ABCT | ABC
BA — AB
CB — BC
CA — AC
LA — a
eA — aa
aB — ab
bB — bb
bC —  be
cC —  cc.

Ideana tassa on, ettd kielioppi voi tuottaa epdtyhjan lauseen, so. pelkastdan padtemerkeista
{a,b, ¢} koostuvan jonon ainoastaan suurinpiirtein seuraavalla tavalla':

1. ensin johdetaan ldhtésymbolista valikejono, joka on muotoa L(ABC)]“, jollakin k& > 1;

2. sitten jirjestetddn vilikkeet A, B, C aakkosjirjestykseen; tulos: L A* BFC*;

3. lopuksi muutetaan vilikkeet vastaaviksi piitteiksi vasemmalta alkaen; tulos: a*b¥c*.
Esimerkiksi lause aabbce voitaisiin johtaas:

S = LT =LABCT = LABCABC = LABACBC = LAABCBC
= LAABBCC = aABBCC = aaBBCC = aabBCC
=  aabbCC = aabbeC = aabbcc.

Sangen mielenkiintoinen ja ehka yllattava tulos on, ettd rajoittamattomat kieliopit ovat
kuvausvoimaltaan tdsmélleen ekvivalentteja Turingin koneiden kanssa. Tulos todistetaan
seuraavassa kahdessa osassa.

Lause 5.1 Jos formaali kieli L voidaan tuottaa rajoittamattomalla kieliopilla, se voidaan
tunnistaa Turingin koneella.

1Lause X on tissi kieliopissa kasitelty erikoistapauksena.
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Kuva 5.1: Rajoittamattoman kieliopin tuottaman kielen tunnistaminen Turingin koneella.

Todistus. Olkoon G = (V,X,P,5) kielen L tuottava rajoittamaton kielioppi. Kieliopin
G perusteella voidaan seuraavassa hahmoteltavalla tavalla muodostaa kielen L tunnistava
kaksinauhainen epiddeterministinen Turingin kone Mg. Kone Mg voidaan edelleen muuntaa
vksinauhaiseksi ja determinisoida luvun 4.2 konstruktioilla.

Koneen Mg rakenne on kuvan 5.1 mukainen. Nauhalla 1 kone sidilyttda kopiota syote-
jonosta. Nauhalla 2 on kullakin hetkelld jokin G':n lausejohdos, jota kone pyrkii muuntamaan
syotejonon muotoiseksi. Toimintansa aluksi Mg kirjoittaa kakkosnauhalle yksinkertaisesti
kieliopin 18htosymbolin §'.

Koneen Mg laskenta koostuu vaiheista. Kussakin vaiheessa kone:

1. vie kakkosnauhan nauhapain epiddeterministisesti johonkin kohtaan nauhalla;

2. valitsee epiddeterministisesti jonkin G':n produktion, jota yrittdd soveltaa valittuun nau-
hankohtaan (produktiot on koodattu koneen Mg siirtyméfunktioon);

3. jos produktion vasen puoli sopii yhteen nauhalla olevien merkkien kanssa, Mg kor-
vaa ao. merkit produktion oikean puolen merkeilld (tdméa voi edellyttad kakkosnauhan
loppupédin sisdllon siirtdmistd oikealle tai vasemmalle);

4. vaiheen lopuksi Mg vertaa ykkos- ja kakkosnauhan merkkijonoja toisiinsa: jos jonot
ovat samat, kone siirtyy hyvaksyvian lopputilaan ja pysdhtyy, muuten aloittaa uuden
vaiheen (kohta 1).

Konstruktion tarkemmat yksityiskohdat sivautetaan. g

Lause 5.2 Jos formaali kieli L voidaan tunnistaa Turingin koneella, se voidaan tuoltaa ra-
jotttamattomalla kieliopilla.

Todistus. Olkoon M = (Q,%,T,9, qo, gyes, gno) kielen L tunnistava standardimallinen Tu-
ringin kone. Koneen M rakenteeseen nojautuen voidaan seuraavassa esitettavilld tavalla
muodostaa kielen L tuottava rajoittamaton kielioppi Gy.

Konstruktion keskeinen idea on, ettd kieliopin Gas vilikkeiksi otetaan (muiden muassa)
kaikkia Mm tiloja ¢ € @ edustavat symbolit. Koneen M tilanne (¢, uav) voidaan sitten
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esittid merkkijonona [ugav]?, ja M:m siirtyméifunktion perusteella Gs:din muodostetaan
produktiot, joiden ansiosta

[ugav] = [u'q'a’v'] jos ja vain jos (q,uav)t (¢',u'a’v").
GM M

Taméan seurauksena siis M hyviksyy syotteen z, jos ja vain jos [qom]?*[uqyesv] joillakin
M

u,v € ¥,
Kaikkiaan kielioppiin Gas tulee kolme ryhmad produktioita:

1. Produktiot, joilla 1aht6symbolista S voidaan tuottaa mikd tahansa merkkijono muotoa
z[qox], missa & € ¥* ja [, qo ja | ovat kieliopin G'as valikkeita.

2. Edelld mainitut produktiot, joilla merkkijonosta [goz] voidaan tuottaa merkkijono [ugyes?],
jos ja vain jos M hyvaksyy z:m.

3. Produktiot, joilla muotoa [ugyesv] oleva merkkijono muutetaan tyhjiksi merkkijonoksi.
Kieleen L(M) kuuluvan merkkijonon z tuottaminen tapahtuu télloin seuraavan kaavan
mukaan:
(1) (2) 3)
S =" z[gor] =7 vlugyesv] =" a.
Téasmallisesti maaritelladn G = (V, X, P, 5), missa
V=ruQu {SaTa [7]7EL7ER} U {Aa | a € E}v

ja produktiot P muodostuvat seuraavista kolmesta ryhmésta:

1. Alkutilanteen tuottaminen:

5 —  Tqo]

T — A

T — aTA, (a € X)

Aalgo = [04a (e €X)

A — bA, (a,beX)

Aql —  al (a € X)

2. M siirtymien simulointi (a,b € T, c € TU{[}):

Siirtymdl: Produktiot:
6(g,a) = (¢,b,R) ga  — bq
6(q,a) = (¢,b,1) cqa — q'ch
o(¢,>) = (¢,>,R) ad — [d
6q,<) = (¢',b,R) q = b
8¢, <) = (¢b,L) cql — q'ch]
6(q, <) (¢,<, L) cql — q'c]

?Tarkkaan ottaen vaatii lisiksi niiden tilanteiden esittiminen, joissa koneen nauhapii on alkumerkin koh-
dalla, my6s muotoa ¢[v] olevien merkkijonojen kdyttimistd. Tama mahdollisuus on otettu huomioon seuraa-
vassa konstruktiossa.
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3. Lopputilanteen siivous:

Qyes - ELER

Gyesl — ER

aF; — FEj (a € F)
[Fp, — A

Fra — Ep (a€el)
Er] — A

O

Térked rajoittamattomien kielioppien osaluokka ovat ns. kontekstiset kieliopit (engl. context-
sensitive grammars), joissa produktiot ovat muotoaw — ', missa |w’| > |w|, tai mahdollisesti
S — A, missd S on lahtésymboli. Lisdksi vaaditaan, etta jos kieliopissa on produktio S — A,
niin 1ahtésymboli S ei esiinny minkadn produktion oikealla puolella.

Nimitys “kontekstinen kielioppi” tulee tillaisten kielioppien erddsti normaalimuodosta,
jossa produktiot ovat muotoa S — A tai @A — awf, missd A on kieliopin vélike ja w #
A. Jalkimmaéisen muotoisen produktion mukaan siis korvaussddntéd A — w saa soveltaa
“kontekstissa” a _j.

Formaali kieli L on kontekstinen, jos se voidaan tuottaa jollakin kontekstisella kieliopilla.
Tallakin kieliluokalla on automaattikarakterisointi (todistus sivautetaan):

Lause 5.3 Formaali kielt L on kontekstinen, jos ja vain jos se voidaan tunnistaa epdde-
terministiselld Turingin koneella, joka ei tarvitse enempdd tyétilaa kuin sydtejonon pituuden
verran — siis koneella, jolla ei ole muotoa §(q,<) = (¢',b, A) olevia siirtymid, missi b # ‘<.
|

Lauseen 5.3 kone saa kirjoittaa syotejonon paidlle muita merkkeji; ainoastaan lisatilan
kayttoonotto on kiellettya. Téllaista konetta sanotaan lineaarisesti rajoitetuksi automaatiksi
(engl. linear bounded automaton). Mielenkiintoinen, mutta luultavasti hyvin vaikea avoin
ongelma on, onko em. karakterisoinnissa valttamatonta kayttad epadeterministisia koneita,
vai riittdisivatké deterministiset. Tamad “LBA = DLBA”-ongelma on ldheisessd yhteydessa
luvussa 7.6 esiteltdvadn kuuluisaan “P = NP”-ongelmaan.

Kieliopit ja niilld tuotettavat kielet ryhmitellidn usein ns. Chomskyn luokkiin seuraavasti:

Luokka 0: rajoittamattomat kieliopit / rajoittamattomilla kieliopeilla tuotettavat kielet (ns.
rekursiivisesti lueteltavat kielet, ks. luku 6.1);

luokka 1: kontekstiset kieliopit / kontekstiset kielet;
luokka 2: kontekstittomat kieliopit / kontekstittomat kielet;
luokka 3: oikealle ja vasemmalle lineaariset (sddnnolliset) kieliopit / sddnnolliset kielet.

Kuvassa 5.2 on esitetty kaavio Chomskyn kielihierarkiasta. Kaavioon on merkitty ndkyviin
esimerkkeja kielistd, jotka erottavat hierarkian perdkkdisid tasoja toisistaan. Tasot 0 ja 1
erottava kieli U maiaritelladin tuonnempana, luvussa 6.4. Samassa luvussa osoitetaan, etta
kielen U/ komplementti U/ sijaitsee tyystin Chomskyn hierarkian ulkopuolella.
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Kuva 5.2: Chomskyn kieliluokat.



Luku 6

Laskettavuusteoriaa

6.1 Rekursiiviset ja rekursiivisesti lueteltavat kielet

Churchin—Turingin teesin mukaan siis Turingin koneet ovat periaatteelliselta laskentakyvyl-
tddn yhtd vahvoja kuin mitkd tahansa mekaaniset laskulaitteet — erityisesti yhta vahvoja
kuin kaikki nykyiset tietokoneet. Seuraavassa tullaan kuitenkin osoittamaan, ettd Turin-
gin koneiden laskentakyvylld on vakavia rajoituksia: monet luonnolliset ja mielenkiintoiset
laskennalliset ongelmat ovat algoritmisesti ratkeamattomia.

FErityisesti tarkastellaan, mitd rajoituksia seuraa siitd, ettd Turingin koneen vaaditaan
pysahtyvan kaikilla syotteilld. Tama kaikilla ohjelmointikursseilla korostettava kelvollisten
algoritmien perusvaatimus (“ohjelma ei saa joutua ikuiseen silmukkaan”) osoittautuu teo-
reettisesti yllattavan hankalaksi.

Maaritelma 6.1 Turingin kone M = (Q, X, I, 4, qo, gyes, ¢no) ON totaalinen, jos se pysdhtyy
kaikilla syo6tteilld. Formaali kieli A on rekursiivisesti lueteltava (engl. recursively enumerable),
jos se voidaan tunnistaa jollakin Turingin komeella, ja rekursiivinen (engl. recursive), jos se
voidaan tunnistaa jollakin totaalisella Turingin koneellal.

Palautetaan mieliin luvusta 1.1, ettd formaaleja kielid voidaan tarkastella myos paatoson-
gelmien esityksind: tiettyd pdatosongelmaa vastaavaan kieleen kuuluvat tdsmailleen niiden
ongelman tapausten koodit, joihin vastaus on “kylld”. Kielen tunnistava Turingin kone on
talloin samalla vastaavan paatosongelman ratkaisualgoritmi: annetulla syotteelld kone paatyy
tilaan gyes, jos vastaus syotteen esittdmadn ongelman tapaukseen on “kylla”, ja padtyy tilaan
gno tal jad pysdhtymittd, jos vastaus on “ei”. Padtosongelmaa sanotaan ratkeavaksi (engl.
decidable, solvable), jos siti vastaava formaali kieli on rekursiivinen, ja osittain ratkeavaksi
(engl. semidecidable), jos sitd vastaava formaali kieli on rekursiivisesti lueteltava. Ongelma on
siis ratkeava, jos silla on kelvollinen, aina pysahtyva ratkaisualgoritmi, ja osittain ratkeava, jos
silld on ratkaisualgoritmi, joka “kylla”-tapauksissa vastaa aina oikein, mutta “ei”-tapauksissa

!Merkillisen tuntuisiin nimityksiin “rekursiivinen” ja “rekursiivisesti lueteltava” on historialliset syyt. En-
simmainen mekaanisen laskennan formalisointi olivat nimittain Godelin ja Kleenen “rekursiiviset”, so. tietyn-
laisilla rekursiokaavoilla maaritellyt kokonaislukufunktiot. Tata formalismia kayttaen voitaisiin maaritella,
etta kokonaislukujoukko on rekursiivinen, jos sen karakteristinen funktio on rekursiivinen funktio, ja rekur-
siivisesti lueteltava, jos se on tyhja tai jonkin rekursiivisen funktion kuvajoukko. Samaistamalla formaalit
kielet merkkijonojen kanonisen jarjestyksen (ks. sivu 3) vilitykselld kokonaislukujoukkoihin saadaan tdssi
madritellyt kasitteet (vrt. lause 6.15).

79



80 LUKU 6. LASKETTAVUUSTEORIAA

Kuva 6.2: Kahden rekursiivisen kielen yhdisteen tunnistaminen Turingin koneella.

voi jaddd pysahtymattd. Ongelma, joka ei ole ratkeava, on ratkeamaton (engl. undecidable,
unsolvable). (Huom.: ratkeamaton ongelma voi siis olla osittain ratkeava.)

6.2 Rekursiivisten ja rekursiivisesti lueteltavien kielten pe-
rusominaisuuksia

Lause 6.1 Olkoot A, B C ©* rekursiivisia kielid. Tdlloin myés kielet A=3* — A, AU B ja
AN B ovat rekursiivisia.

Todistus.

(i) A on rekursiivinen. Olkoon M4 totaalinen Turingin kone, joka tunnistaa kielen A.
Kielen A tunnistava totaalinen Turingin kone saadaan vaihtamalla M4:n hyviksyvi ja
hylkdava lopputila keskenddn kuvan 6.1 esittdmalld tavalla. (Huom. : Samaa konstruk-
tiota ei voida kayttad osoittamaan, ettd rekursiivisesti lueteltavien kielten luokka olisi
suljettu komplementoinnin suhteen. HT: Miksi ei?)

(i) AU B on rekursiivinen. Olkoot M4 ja Mp totaaliset Turingin koneet kielten A ja B
tunnistamiseen. Kielen A U B tunnistava totaalinen Turingin kone saadaan yhdista-
malla nama kuvan 6.2 konstruktiolla. Toisin sanoen: jos kone M4 hyvaksyy syOtteen,
my6s yhdistetty kone hyviksyy; mutta jos M4 pdatyy hylkddmiseen, kokeillaan vield
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Kuva 6.3: Totaalisen Turingin koneen muodostaminen kahdesta rinnakkain toimivasta
koneesta.

konetta Mp. Jalkimmaistd mahdollisuutta varten koneen My tulee toimia siten, etta
se pysahtyessdan jittaa nauhalle alkuperaisen syotteen ja tayttad lopun kayttamdistaan
nauhanosasta jollakin sopivasti valitulla tyhjdmerkilla. Tam& ei merkitse oleellista ra-
joitusta M 4:n toimintaan.

(iii) AN B on rekursiivinen. Viite seuraa edellisistd kohdista ja siité, ettd AN B = AU B.
O

Lause 6.2 Olkoot A, B C X* rekurstivisesti lueteltavia kielid. Tdlléin myds kielet AU B ja
AN B ovat rekursiivisesti lueteltavia.

Todistus. HT.

Lause 6.3 Kieli A C ©* on rekursiivinen, jos ja vain jos kielel A ja A oval rekursiivisesti
lueteltavia.

Todistus. Viite vasemmalta oikealle seuraa lauseesta 6.1(i), joten riittdd tarkastella vaitettd
oikealta vasemmalle.

Olkoot My ja Mz Turingin koneet kielten A ja A tunnistamiseen. Koska kaikilla = € ¥*
joko M4 tai M ; pysdhtyy ja hyviksyy z:m, voidaan niistd yhdistdmalld muodostaa kielelle A
totaalinen tunnistajakone M kuvan 6.3 esittdmalla tavalla.

Kone M voidaan toteuttaa helpoimmin kaksinauhaisena mallina, joka rinnakkaisesti si-
muloi ykkosnauhallaan konetta M4 ja kakkosnauhallaan konetta M ;. Jos ykkossimulaatio
pysahtyy hyviksyvadn lopputilaan, M hyviksyy syGtteen; jos taas kakkossimulaatio hyvak-
syy, M hylkda syotteen.

Seuraus 6.4 Olkoon A C X* rekursiivisesti lueteltava kieli, joka ei ole rekursiivinen. Tdlloin
kieli A ei ole rekursiivisesti luetellava.
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0/0,R
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Kuva 6.4: Kielen {02* | £ > 0} tunnistava Turingin kone.

6.3 Turingin koneiden kooodaus ja eras ei rekursiivisesti lue-
teltava kieli

Tarkastellaan standardimallisia Turingin koneita, joiden syoteaakkosto on ¥ = {0,1}. Jokai-
nen tallainen kone

M = (Q: Ev Fv 67 q0; Qyes QHO)

voidaan, mahdollisesti tiloja ja nauha-aakkoston merkkeji uudelleen nimedmalla, esittda
bindirijonona seuraavasti:

e Oletetaan, ettd () = {qmqlv SRR Qn}v missd Gyes = qn—1 Ja @no = ¢n; jaetta I'U {>7 <} =
{ag,a1,...,a,}, missd ag = 0, ay = 1, a3 = > ja azg = <. Merkitddn lisiksi Ag = L ja

A1 = R.
e Siirtymafunktion 6 arvot koodataan seuraavasti: sainnon

6(%7 a]) = (Q’/‘v Qs, At)

koodi on
cij = 07F1107H1107H1 105+ 10+

e Koko koneen M koodi on

Cpf = 1116001160111. . .1160m1161011. . 116177111 . .llcn_g,oll. . -1lcn—2,m111-

Esimerkiksi kuvan 6.4 kielen {0%* | & > 0} tunnistavan koneen koodi titd koodausta

kayttaen olisi:
cy = 11101010010100 11 01001000010010011 . . .
8(90,0)=(q1,0,R) 6(g0,1)=(ga,1,R)

Jokaisella jonkin aakkoston {0, 1} kielen tunnistavalla standardimallisella Turingin koneel-
la M on siis bindarikoodi (“konekieliesitys”) cas. Kddntden voidaan jokaiseen bindarijonoon
c liittda jokin Turingin kone. Tosin kaikki binddrijonot eivat ole edellisen koodauksen mu-
kaisia Turingin koneiden koodeja, mutta néihin epikelpoihin jonoihin voidaan kaikkiin sopia
liitettavaksi jokin triviaali, kaikki syotteet hylkadvd kone Myiy. Méaaritelldan siis:

V. — kone M, jolla c¢pr = ¢, jos ¢ on kelvollinen Turingin koneen koodi;
¢ 7 | kone My, muuten.



6.4. UNIVERSAALIKIELI U JA UNIVERSAALIT TURINGIN KONEET 83

Niin on saatu aikaan kdyttokelpoinen luettelo kaikista aakkoston {0, 1} Turingin koneista
(tilojen ja nauhamerkkien uudelleennimedmistd vaille), ja epdsuorasti myos kaikista aakkos-
ton {0, 1} rekursiivisesti lueteltavista kielistd. Koneet ovat My, Mg, My, Moo, Moy, ..., ja
kielet vastaavasti L(M)), L(My), L(My), ... (indeksit kanonisessa jarjestyksessd). Kukin
kieli voi esiintyd luettelossa monta kertaa.

Cantorilaisella “diagonalisointitekniikalla” (vrt.lause 1.2) pystytddn nyt todistamaan en-
simmdinen konkreettisen ongelman ratkeamattomuustulos:

Lemma 6.5 Kiel:

D ={ce{0,1}*|c¢ L(M.)}

ei ole rekursiivisesti lueteltava.

Todistus. Oletetaan, ettd olisi D = L(M) jollakin standardimallisella Turingin koneella M.
Olkoon d koneen M binddrikoodi, so. D = L(My). Talloin on

de D <« déL(Md)ID.

Ristiriidasta seuraa, ettd kieli D ei voi olla rekursiivisesti lueteltava.

Kieltd D vastaava paatosongelma on hyvin maaritelty, mutta ei kovin luonnollinen:“Hylkaako
annetun koodin ¢ esittdma Turingin kone sy6tteen ¢?” Luontevampia esimerkkeji seuraa jat-
kossa.

Kuvallisesti voidaan kielen D muodostaminen esittda samaan tapaan kuin lauseen 1.2
padtosongelman 7: jos kielten L(My), L(My), L(My), ... karakteristiset funktiot esitetddn

taulukkona, niin kieli D poikkeaa kustakin kielestii taulukon “diagonaalilla”?:

D
N HOMY) L(Mo) L(My)  L(Mgo)
1
A Ji 0 0 0
0
0 0 A 1 0
0

1 0 0 A 1

1

00| o0 0 0 Ji

6.4 TUniversaalikieli U ja universaalit Turingin koneet
Tarkastellaan seuraavaa aakkoston {0, 1} universaalikieltd U:

U={epqw | we L(M)}.

?Kuva on tosin tissi hieman harhaanjohtava siini suhteessa, etti koska mikiin koodeista X, 0, 1, 00 ei ole
valitun koodauksen mukainen kelvollinen Turingin koneen koodi, pitaisi oikeastaan kaikkien nakyvissa olevien
taulukon alkioiden olla nollia.
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Kuva 6.5: Universaalikoneen M nauhat.

Kieli U sisaltdd yksinkertaisella tavalla koodattuina tiedot kaikista aakkoston {0,1} rekur-
siivisesti lueteltavista kielistd. Olkoon nimittain A C {0,1}* jokin rekursiivisesti lueteltava
kieli, ja olkoon M kielen A tunnistava standardimallinen Turingin kone. T&llin on

A={we{0,1}*| cpyw e U}.

Ehka hieman yllattden kieli U on itsekin rekursiivisesti lueteltava. Kielen U tunnis-
tavia Turingin koneita sanotaan universaaleiksi Turingin koneiksi (engl. universal Turing
machines); seuraavassa todistuksessa hahmotellaan yhden téllaisen koneen konstruktio.

Lause 6.6 Kielt U on rekursiivisestt lueteltava.

Todistus. Kielen U tunnistava kone My on helpointa kuvata kolmenauhaisena mallina; stan-
dardimallinen kone voidaan muodostaa tastd luvun 4.2 tekniikoilla. Laskennan aluksi tar-
kastettava syote sijoitetaan koneen My ykkésnauhan alkuun. Tamén jilkeen kone toimii
seuraavasti:

1. Aluksi My tarkastaa, ettd syote on muotoa cw, missi ¢ on kelvollinen Turingin koneen
koodi. Jos syéte ei ole kelvollista muotoa, My hylkad sen; muuten se kopioi merkkijonon
w = aiay . ..a, € {0,1}* kakkosnauhalle muodossa 00010%1+110%2+11 . 10%+110000.

2. Jos syOte on muotoa cw, missd ¢ = c¢pr jollakin koneella M, Mp:n on selvitettdva,
hyviksyisiké kone M sybtteen w. Téassd tarkoituksessa My sdilyttdd ykkosnauhalla
M :n kuvausta ¢, kakkosnauhalla simuloi M :n nauhaa, ja kolmosnauhalla sdilyttasa tietoa
M :n simuloidusta tilasta muodossa ¢; ~ 07! (aluksi siis My kirjoittaa kolmosnauhalle
tilan go koodin 0).

3. Alkutoimien jilkeen M toimii vaiheittain, simuloiden kussakin vaiheessa yhden koneen
M siirtymédn. Vaiheen aluksi My etsii ykkésnauhalta M:n kuvauksesta kohdan, joka
vastaa Mm simuloitua tilaa ¢; ja merkkid a; (kuva 6.5). Olkoon ykkdsnauhalla oleva
koodinkohta 07t1107t1107 1105110, Talldin My korvaa kolmosnauhalla merkki-
jonon 0“1 merkkijonolla 07*!, kakkosnauhalla merkkijonon 071! merkkijonolla 0°t!
(mahdollisesti siirtden nauhojen loppupdiden siséltéja vasemmalle tai oikealle), ja siir-
tdd kakkosnauhan nauhapaatd yhden simuloidun merkin vasemmalle, jos ¢ = 0, ja
oikealle, jos t = 1.
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Kuva 6.6: Diagonaalikielen D tunnistava kone Mp.

Jos ykkosnauhalla ei ole yhtdan simuloituun tilaan ¢; liittyvad koodia, simuloitu kone M
on tullut hyvaksyvain tai hylkdavian lopputilaan; talléin ¢ = £+ 1 tai ¢ = k4 2, missi
gr on viimeinen ykk&snauhalla kuvattu tila. Kone My siirtyy vastaavasti lopputilaan
Qyes tai gno- O

Lause 6.7 Kieli U ei ole rekursiivinen.

Todistus. Oletetaan, ettd kielelld U olisi totaalinen tunnistajakone Mg: . Talléin voitaisiin
lemman 6.5 kielelle D muodostaa totaalinen tunnistajakone Mp seuraavasti. Olkoon Mok
totaalinen Turingin kone, joka testaa, onko sy6tteend annettu merkkijono kelvollinen Turingin
koneen koodi, ja olkoon Mpyp totaalinen Turingin kone, joka muuntaa syétejonon ¢ muotoon
cc. Kone Mp muodostetaan koneista ]Wg, Mok ja Mpup yhdistamallad kuvan 6.6 esittamalld
tavalla.

Selvasti kuvan 6.6 esittdma kone Mp on totaalinen, jos kone Ml:’; on, ja

ce€ L(Mp) & c¢¢ L(Mok) tai cc ¢ L(MP)
& cg L(M.)
& ce D.

Mutta lemman 6.5 mukaan kieli D ei ole rekursiivinen (ei edes rekursiivisesti lueteltava).
Saadusta ristiriidasta paatellddn, ettd kielen My tunnistavaa totaalista konetta A[g ei voi
olla olemassa. O

Seuraus 6.8 Kieli

U= {epyw|w¢ L(M)}

ei ole rekursiivisesti lueteltava.

Todistus. Kieli U on oleellisesti sama kuin universaalikielen U komplementti U; tarkasti
ottaen on U = U U ERR, missd ERR on helposti tunnistettava rekursiivinen kieli

ERR = {z € {0,1}* | = ei sisilld alkuosanaan kelvollista Turingin koneen koodia}.

Jos siis kieli U olisi rekursiivisesti lueteltava, olisi samoin lauseen 6.2 nojalla myo6s kieli U.
Koska kieli U tiedetddn rekursiivisesti lueteltavaksi (lause 6.6), seuraisi tdstd lauseen 6.3
nojalla, ettd U on peridti rekursiivinen. Mutta tdma on vastoin lauseen 6.7 tulosta, mista
paitellddn, ettd kieli U ei voi olla rekursiivisesti lueteltava.
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Kuva 6.7: Universaalikielen U tunnistaminen koneen My avulla.

6.5 Turingin koneiden pysahtymisongelma

Oleellisin vaikeus universaalikielen U tunnistamisessa piilee kysymyksessa, pysdhtyyké an-
nettu Turingin kone M syotteelld w. Seuraava todistus timéan tirkein Turingin koneiden
pysdhtymisongelman (engl. Turing machine halting problem) ratkeamattomuudelle osoittaa,
ettd jos tdmd ongelma voitaisiin ratkaista, my0Os universaalikieli voitaisiin helposti tunnistaa
totaalisesti.

Lause 6.9 Kiel:
H = {cyw | M pysdhtyy syétteelld w}

on rekursiivisesti lueteltava, mutla er rekursiivinen.

Todistus. Todetaan ensin, ettd kieli H on rekursiivisesti lueteltava. Lauseen 6.6 todistukses-
sa esitetystd universaalikoneesta My on helppo muokata kone, joka syotteelld cpsw simuloi
koneen M laskentaa syGtteelld w ja pysahtyy hyvaksyvaan lopputilaan, jos ja vain jos simu-
loitu laskenta ylipaataan pysahtyy.

Osoitetaan sitten, ettd kieli H ei ole rekursiivinen. Oletetaan nimittdin, ettd olisi H =
L(Mjpr) jollakin totaalisella Turingin koneella Mp. Oletetaan lisiksi (tdmé ei merkitse lisdra-
joitusta), ettd kone My pysidhtyessdin jattad nauhalle alkuperiisen syotteensd, mahdollisesti
tyhjdmerkeillda # jatkettuna. Olkoon My lauseen 6.6 todistuksessa konstruoitu universaali-
kone. Kielelle U voitaisiin nyt muodostaa totaalinen tunnistaja yhdistdmalld koneet My ja
My kuvan 6.7 esittdmalld tavalla. Lauseen 6.7 mukaan tédllaista kielen U tunnistajakonetta
ei kuitenkaan voi olla olemassa. Saatu ristiriita osoittaa, ettd H ei voi olla rekursiivinen.

Seuraus 6.10 Kieli
H = {cppw | M ei pysihdy syétteelli x}

et ole rekursiivisesti lueteltava.

Todistus. Paatelladn kuten seurauslauseessa 6.8.
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6.6 Ratkeamattomuustuloksia Pascalilla

Turingin koneisiin liittyvat kisitteet vastaavat tavanomaisia ohjelmointikésitteita seuraavasti:

Turingin kone -formalismi ~ ohjelmointikieli
Turingin kone ~ ohjelma

Turingin koneen koodi ~ ohjelman konekieliesitys
Universaalikone ~ konekielen tulkki

Koska miké tahansa Turingin kone voidaan toteuttaa Pascal-ohjelmana ja kdintden®, siir-
tyvat Turingin koneita koskevat ratkeavuus- ja ratkeamattomuustulokset vilittomasti kos-
kemaan myo6s Pascal-ohjelmia. Esimerkiksi pysdhtymisongelman Pascal-tulkinta on: “Ei ole
olemassa totaalista Pascal-ohjelmaa, joka ratkaisisi, pysahtyyko annettu Pascal-ohjelma P
annetulla syotteelld w”.

Jotkin ratkeamattomuustulokset voidaan todistaa kateviasti myos suoraan Pascal-forma-
lismissa. Tarkastellaan esimerkkind pysihtymisongelmaa: oletetaan, ettd voitaisiin kirjoittaa
totaalinen Pascal-funktio

function H(p,w : text) : Boolean,

joka saa arvon true, jos merkkijonoparametrin p esittdmé proseduuri pysidhtyy syotteelld w,
ja false muuten. Kirjoitetaan tdméan perusteella toinen Pascal-proseduuri H:

procedure H(p : text);
function H(p,w : text) : Boolean;
begin {Funktion H runko}

end;

begin {Pidohjelma}
if H(p,p) then while true do;
end.

Merkitain edelld kuvattua proseduurin H ohjelmatekstii h:lla ja tarkastellaan proseduurin
H laskentaa talld omalla kuvauksellaaan. Saadaan ristiriita:

H(h) pysihtyy &  H(h,h) =false <  H(h) ei pysihdy.
Ristiriidasta seuraa, ettd oletettua totaalista pysdhtymisentestausohjelmaa H ei voi olla ole-

Inassa.

6.7 Rekursiiviset kielet ja Chomskyn kieliluokat

Merkitaan rekursiivisesti lueteltavien kielten luokkaa RE:1l4 ja rekursiivisten kielten luokkaa
REC:1I4. Lauseiden 5.1 ja 5.2 mukaan on siis

RE = rajoittamattomilla kieliopeilla tuotettavat kielet = Chomskyn luokka 0.

Toisaalta voidaan osoittaa, ettd kaikki kontekstiset kielet (Chomskyn luokka 1) ovat rekur-
siivisia, ja ettd on olemassa rekursiivisia kielia, jotka eivat ole kontekstisia — tosin on san-
gen vaikea 16ytad luonnollista esimerkkia kielestd, joka kuuluisi ndiden luokkien erotukseen.
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Kuva 6.8: Chomskyn kielihierarkia ja rekursiiviset kielet.

Kuvassa 6.8 on esitetty kaavio Chomskyn kielihierarkiasta tdydennettynd rekursiivisten kiel-
ten luokalla.

6.8 Lisaa ratkeamattomia ongelmia

Valitettavan monet tietojenkasittelyongelmat ovat ratkeamattomia. Seuraavassa osoitetaan,
ettd esimerkiksi jokseenkin kaikki ohjelmien toimintaa, tai tarkemmin sanoen niiden laskemia
syote/tulos-kuvauksia koskevat kysymykset ovat ratkeamattomia. Johdantona tdhén yleiseen
tulokseen, ns. Ricen lauseeseen, tarkastellaan ensin yhti sen erikoistapausta.

Epatyhjyysongelma

Tarkastellaan padtosongelmaa “Hyviksyyko annettu Turingin kone yhtdan syotemerkkijonoa?”
Ongelman esitys formaalina kielend on

NE = {ce{0,1}* | L(M.) # 0}
(NE ~ engl. nonempty). Osoittautuu, ettd tdmékin ongelma on ratkeamaton.
Lause 6.11 Kieli NF on rekursiivisesti lueteltava, mutta ei rekursiivinen.
Todistus. Todetaan ensin, ettd kieli NE on rekursiivisesti lueteltava muodostamalla sille

tunnistajakone Mng. Kone Myg on helpointa suunnitella epddeterministisend; se voidaan
tarvittaessa determinisoida lauseen 4.3 mukaisesti.

®Tarkemmin sanocen: voidaan laatia seki Pascal-kielinen Turingin kone -tulkki etti Turingin kone, joka
kykenee simuloimaan mielivaltaisia. Pascal-ohjelmia.
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Kuva 6.9: Turingin koneen Myg rakenne.
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Kuva 6.10: Turingin koneen M™ rakenne.

Olkoon Moy jo lauseen 6.7 todistuksessa esiintynyt Turingin kone, joka testaa onko an-
nettu sy6te kelvollinen Turingin koneen koodi, ja olkoon Mg epddeterministinen Turingin
kone, joka kirjoittaa nauhalla jo olevan merkkijonon perdan mielivaltaisen binddrijonon w.
Kone Myg voidaan muodostaa yhdistdmalld koneet Mok, M¢ ja universaalikone My (lau-
seesta 6.6) kuvan 6.9 esittamalla tavalla.

Selvasti on:

c€ L(Mxg) < con kelvollinen Turingin koneen koodi ja on olemassa w s.e. cw € U
< ¢ on kelvollinen Turingin koneen koodi ja on olemassa w s.e. w € L(M,)

& L(M.)#0.

Osoitetaan sitten, ettd kieli NE ei ole rekursiivinen. T&ma nihdadn olettamalla, ettd
kielelld NE olisi totaalinen tunnistajakone AMEIE, ja muodostamalla timan perusteella to-
taalinen tunnistajakone M kielelle U. Koska U ei ole rekursiivinen (lause 6.7), tdmé on
mahdottomuus ja osoittaa, ettd konetta ME;E ei voi olla olemassa.

Koneen ZWE konstruointi koneesta MNTE perustuu erddnlaiseen syotteiden koodaamiseen
Turingin koneiden “ohjelmavakioiksi”. Olkoon M mielivaltainen Turingin kone, jonka toimin-
taa syotteelld w halutaan tutkia. Merkitdin M™:114 konetta, joka kulloisestakin todellisesta
syOtteestdan riippumatta korvaa sen merkkijonolla w ja toimii sitten kuten M. Kuvassa 6.10
on esitetty koneen M™ rakennekaavio, kun w = aqas...ax; kuvassa on lyhyyden vuoksi
merkitty a:lla “mitd tahansa merkkia” joukosta {0,1, <}.

Koska koneen M™ toiminta ei riipu lainkaan sen todellisesta syotteesta, se joko hyviksyy
tai hylkda kaikki merkkijonot, sen mukaan miten M suhtautuu w:hen:

w {07 1}*7 jos w € L(*M);
L(M™) = { B, ;os w ¢ L(M).
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Kuva 6.11: Turingin koneen Mgycopr toiminta.
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Kuva 6.12: Turingin koneen A[g rakenne.

Olkoon sitten Mgncopg Turingin kone, joka saa syotteenddn mielivaltaisen Turingin
koneen M koodista cps ja binddrijonosta w muodostuvan jonon cpsw ja jattdd tuloksenaan
nauhalle edelld kuvatun koneen M™ koodin cpre. (Jos sydte ei ole muotoa cw, missd ¢ on
kelvollinen Turingin koneen koodi, kone Mgncopg paatyy hylkdavain lopputilaan.) Kone
Mgncopg operoi siis Turingin koneiden koodeilla kuvan 6.11 esittamalla tavalla. Annetun
koneen M koodiin se lisdd siirtyméviisikoita (“konekdskyja”) ja muuttaa tilojen numerointia
siten, ettd koodi tulee koneen M sijaan esittimain konetta M™.

Universaalikielelle U voitaisiin nyt koneet Mgncopr ja hypoteettinen Mlg;E kuvan 6.12
esittamalla tavalla yhdistaméalld muodostaa totaalinen tunnistajakone ﬂ/lg . Selvisti kone ﬂ/lg
on totaalinen, jos My on, ja L(M{L) = U, koska:

cyw € L(ME)
& eyw € L(MEE) = NE
& L(MY)£0
& we L(M).

Mutta kieli U ei ole rekursiivinen, joten tdllainen totaalinen tunnistajakone ZWE ei ole mah-
dollinen. Saadusta ristiriidasta paatelladn, ettd myoskain kielella NE ei voi olla totaalista
tunnistajaa *M§E- O

Ricen lause

Edellisen lauseen todistustekniikkaa hieman yleistiméalla voidaan todistaa seuraavassa esitet-
tava erittdin vahva ratkeamattomuustulos, ns. Ricen lause.

Sanotaan Turingin koneen M semanttiseksi ominaisuudeksi mita tahansa sellaista ominai-
suutta, joka riippuu vain koneen M tunnistamasta kielesti, ei sen syntaktisesta rakenteesta.
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Kuva 6.13: Turingin koneen M™ rakenne (Ricen lause).

Esimerkkejd semanttisista ominaisuuksista ovat siten “M hyviksyy tyhjan syétejonon”, “M
hyvaksyy jonkin sybtejonon” (kielen NE kuvaama ominaisuus), “M hyvaksyy ddrettémin
monta merkkijonoa”, “M:n tunnistama kieli on sddnnollinen” jne. Jos kahdella Turingin
koneella My ja My on L(My) = L(M;), niin koneilla My ja M; on tdmédn méadritelmén
mukaan tasmalleen samat semanttiset ominaisuudet.

Maaritellian hieman abstraktimmin, ettd semanttinen ominaisuus S on mika tahansa
kokoelma rekursiivisesti lueteltavia aakkoston {0, 1} kielid; koneella M on ominaisuus S, jos
L(M) € 8. Triviaalit ominaisuudet ovat S = ) (ominaisuus, jota ei ole milliin koneella) ja
S = RFE (ominaisuus, joka on kaikilla koneilla).

Ominaisuus S on ratkeava, jos joukko

codes(S) = {c| L(M.) € S}

on rekursiivinen. Toisin sanoen: ominaisuus on ratkeava, jos annetusta Turingin koneen
koodista voidaan algoritmisesti paidtelld, onko koneella kysytty semanttinen ominaisuus.

Lause 6.12 (Rice) Kaikki Turingin koneiden epdtriviaalil semantliset ominaisuudel ovat
ratkearnaltomia.

# Todistus. Olkoon § mielivaltainen epdtriviaali semanttinen ominaisuus. Voidaan olettaa,
etti ) ¢ S: toisin sanoen, etti tyhjin joukon tunnistavilla Turingin koneilla ei ole tar-
kasteltavaa ominaisuutta. Taméa ei merkitse oleellista rajoitusta, silld jos § € S, voidaan
seuraavaa todistusta kiyttien osoittaa, etti ominaisuus S = RE — S on ratkeamaton, ja
padtelld edelleen tastd lauseen 6.1(1) perusteella, ettd myos ominaisuus S on ratkeamaton.
Koska § on epétriviaali, on olemassa jokin Turingin kone M4, jolla on ominaisuus & — jolla
siis L(My) #0 € S.

Olkoon tilla kertaa MgNcopg Turingin kone, joka muodostaa sy6tteend annetusta, muo-
toa cprw olevasta merkkijonosta, seuraavanlaisen Turingin koneen M™ koodin (jos syGte ei
ole vaadittua muotoa, Mgncopr padtyy hylkddvaan lopputilaan):

Syotteellda « kone M™ toimii ensin kuten M syotteelld w. Jos M hyvaksyy
w:m, MY toimii kuten kone M4 syotteelld . Jos M hylkdd w:n, myés MY hylkda
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____________________________________________________

Kuva 6.14: Turingin koneen M rakenne (Ricen lause).

z:m (kuva 6.13). Koneen MY tunnistama kieli on siten:

w L(My4), joswe L(M);
LM ):{Q,( " ;ostLgﬂlg.

Koska oletuksen mukaan L(M4) € S ja( ¢ S, on koneella M™ ominaisuus S, jos
ja vain jos w € L(M).

Oletetaan sitten, ettd ominaisuus S olisi ratkeava, so. etti kielelld codes(S) olisi totaalinen
tunnistajakone Jllg. Talloin saataisiin edellisen todistuksen tapaan totaalinen tunnistajakone
kielelle U yhdistamalla koneet MgNcoDE ja Jwg kuvan 6.14 mukaisesti. Selvasti kone ]Wg
on totaalinen, jos ]Wg on, ja

ecvw € L(ME)
& ey € L(MY) = codes(S)
& LMY)eS
& we L(M).
Koska kieli U ei ole rekursiivinen, tdm& on mahdotonta, mistad pdatellddn ettd ominaisuus S
el voi olla ratkeava.

6.9 Ratkeamattomuustuloksia muilla aloilla

Ricen lauseen mukaan siis jokseenkin kaikki Turingin koneiden — tai ekvivalentisti Pascal-
ohjelmien — semanttiset ominaisuudet ovat ratkeamattomia. Ratkeamattomia ongelmia
esiintyy runsaasti muuallakin kuin ohjelmien toiminnan analyysin yhteydessd. Seuraavas-
sa joitakin esimerkkeja, ilman todistuksia.

Lause 6.13 (Predikaattikalkyylin ratkeamattomuus; Church/Turing 1936) FEi ole ole-
massa algoritmia, joka ratkaisisi, onko anneltu ensimmdisen kertaluvun predikaattikalkyylin
kaava ¢ validi (“loogisesti tosi”, todistuva predikaattikalkyylin aksioomista).

Lause 6.14 (“Hilbertin 10. ongelma”; Matijasevitsh/Davis/Robinson/Putnam 1953-70)
FEi ole olemassa algoritmia, joka ratkaisisi, onko annetulla kokonaislukukertoimisella po-
lynomilla P(x+,...,x,) kokonaislukunollakohtia (so. sellaisia jonoja (mq,. .., my) € Z", joil-

la P(my,...,m,)=0). Ongelma on ratkematon jo, kun n = 15 tai deg(P) = 4.
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Lauseen 6.14 seurauksena ei yleisemminkadn voi olla olemassa algoritmia, joka annetusta
kokonaislukuaritmetiikan vaitteesta ratkaisisi, onko se totta vai ei. Téssd yleisessd muodossa
aritmetiikan ongelmien ratkemattomuus on ollut tunnettua jo Gédelin, Churchin ja Turingin
1930-luvun toistd 1dhtien. (Mainittakoon kuitenkin, ettd sellaisten aritmetiikan kaavojen,
joissa esiintyy vain yhteenlaskuja ja suuruusvertailuja, ei kertolaskuja — ns. Presburger-
aritmetiikan — totuusongelma on ratkeava.)

Formaalien kielten teoriassa esiintyy runsaasti ratkeamattomia ongelmia. Seuraavassa on
pieni taulukko tyypillisten kielioppiongelmien ratkeavuudesta, kun annettuna on kieliopit G
ja GG Chomskyn hierarkian tietyltd tasolta 7 ja merkkijono w. Taulukossa R ~ “ratkeava”,
E ~ “ei ratkeava”, T ~ “aina totta”.

Taso ¢:
Ongelma: onko 3 2 1 0
w € L(G)? R R R FE
L(G) =07 R R FEF F
L(G) = X*7 R F FEF F
L(G) = L(G')? R FEF E FE
L(G) C L(G")? R F FEF F
L(G)NL(G") = §? R F FEF F
L(G) sdannollinen? T F E E
L(G)N L(G") tyyppia ¢? |T E T T
L(G) tyyppis ? T ET E

6.10 Rekursiiviset funktiot

Olkoon M = (Q,X,T, 0, qo, gyes, ¢no) mielivaltainen standardimallinen Turingin kone. Maari-
tellddn koneen M laskema osittaiskuvaus (t. -funktio)

v X =T
seuraavasti:

u, jos (go,2)"(¢, uav) jollakin ¢ € {gyes, gno},av € I'*;

fu(z) = { M

méiarittelematén, muuten.

Toisin sanoen: kone M kuvaa merkkijonon z € ¥* sille merkkijonolle v € I'*, joka sijaitsee
koneen nauhapdin vasemmalla puolen M :n laskennan syotteelld 2 pysdhtyessd. Jos laskenta
syotteelld x ei pysahdy, kuvauksen arvoa pisteessd x ei ole méaritelty.

Osittaisfunktio f : ¥* — A on osittaisrekursiivinen (engl. partial recursive), jos se voidaan
laskea jollakin Turingin koneella, so. jos on f = fas jollakin M = (@, %, T',...), missd A C I'*.
Osittaisrekursiivifunktio f on (kokonais-)rekursiivinen, jos se voidaan laskea jollakin totaa-
lisella Turingin koneella. Ekvivalentisti voitaisiin méaritella, ettd osittaisrekursiivifunktio f
on rekursiivinen, jos sen arvo f(z) on médaritelty kaikilla .
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Lause 6.15
(i) Kieli A C X* on rekursiivinen, jos ja vain jos sen karakteristinen funktio

N 1 jos ¢ € A;
XA : ¥ — {07 1}7 XA(I) = { 0, ;08 x ¢ A7
?

on rekursiivinen funktio.

(i1) Kieli A C X* on rekursiivisesti lueleltava, jos ja vain jos on A = ) tai on olemassa
rekursiivinen funktio g : {0,1}* — X*, jolla

A={g(e)|ze{0,1}7}.

Todistus. Sivuutetaan (mutta ei vaikea). g

6.11 x Rekursiiviset palautukset ja RE-taydelliset kielet

Yksi laskettavuusteorian, ja seuraavassa luvussa esiteltavan laskennan vaativuusteorian, kes-
keisid tehtavid on ongelmien vaikeusvertailu. Erds tapa formalisoida idea, ettd ongelma A
on “helpompi” tai “enintddn yhtd vaikea” kuin ongelma B (vastaavasti B “vdhintddn niin
vaikea” kuin A) on seuraava.

Olkoot A C ¥*, B C I'* formaaleja kielid. Kieli A voidaan palauttaa rekursiivisesti (eng].
recursively many-one reduces to) kieleen B, merkitdin

A<, B,
jos on olemassa rekursiivinen funktio f: X* — I'*, jolla on ominaisuus:
reA & f(z)€e B, kaikilla 2z € ¥*.

Toisin sanoen: mika tahansa A:n tapaus z voidaan rekursiivisesti muuntaa B:n tapaukseksi
f(z), siten ettd vastaus kysymykseen “onko z:11& ominaisuus A?” on sama kuin vastaus
kysymykseen “onko f(x):ll4 ominaisuus B?”

Palautusrelaatiolla <,, on seuraavat perusominaisuudet:

Lemma 6.16 Kaikilla kielilli A, B, C' on voimassa:
(i) A<, A;
(i1) jos A <., B ja B <,,, C, niin A <, C;

(iii) jos A <., B ja B on rekursiivisesti lueteltava, niin A on rekursiivisesti lueteltava;
(iv) jos A <,, B ja B on rekursiivinen, niin A on rekursiivinen.

Todistus.

(i) Selvd. (Valitaan palautusfunktioksi f(z) = z.)
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Kuva 6.16: Kielen A palautusfunktion f ja kielen B avulla tunnistava Turingin kone.

(ii) Olkoon f palautusfunktio A:sta B:hen ja ¢ palautusfunktio B:std C:hen. (Lyhyesti
voidaan merkitd f : A <,, B, g : B <,, C.) Osoitetaan, ettd yhdistetty funktio b,
h(z) = g(f(z)), on palautus A:sta C':hen.

Tarkastetaan ensin, ettd A on rekursiivinen. Olkoon M/ totaalinen Turingin kone, joka
laskee f:n ja M, totaalinen Turingin kone, joka laskee g:n. Oletetaan kone M, sellaisek-
si, ettd se tyhjamerkin # havaitessaan toimii samoin kuin loppumerkin < tapauksessa.
Olkoon lisdksi Mrgw Turingin kone, joka korvaa kaikki nauhapdistd oikealle sijaitse-
vat merkit tyhjamerkeilld ja vie nauhapain nauhan alkuun. Funktio A voidaan talléin
laskea kuvassa 6.15 esitetyn kaltaisella totaalisella Turingin koneella.

Tarkastetaan vield, ettd funktio h tdyttad palautusehdon:
reA & f(z)eB & g(f(z))=h(z)eC.
Siten h: A <,,, C.
(iii),(iv) Olkoon f: A <,, B, Mp kone, joka tunnistaa kielen B, ja M kone, joka laskee funktion

f. Téllgin kuvassa 6.16 esitetty kone tunnistaa kielen A, ja on lisdksi totaalinen jos
Mpon.

Merkitaan:

RE = <{aakkoston {0,1} rekursiivisesti lueteltavat kielet };
REC = {aakkoston {0, 1} rekursiiviset kielet}.
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Kieli A C {0,1}* on RE-tdydellinen (engl. RE-complete), jos
(i) A€RE ja
(ii) B <, A kaikilla B € RE.

RE-tiydelliset kielet ovat siis “maksimaalisen vaikeita” luokassa RE, tai tdsmallisemmin
sanoen ne sisaltavat “rekursiivisesti koodattuina” tiedot kaikista luokan RE kielista.

Lause 6.17 Kieli U on RF-ldydellinen.

Todistus. Lauseen 6.6 perusteella tiedetdan, ettd U € RE. Tarkastellaan mielivaltaista
B € RE; olkoon B = L(Mp). Télléin B voidaan palauttaa U:hun funktiolla f(z) = eprge.
Tama funktio on selvisti rekursiivinen, ja silli on ominaisuus

re€B=LMg) & [f(z)=cuzzelU. 0

Lemma 6.18 Olkoon A RE-tdiydellinen kieli, B € RE ja A <,, B. Tdlloin myés kieli B on
RE-tdydellinen.

Todistus. HT.

Lauseen 6.17 ja lemman 6.18 perusteella voidaan todeta, ettd luvussa 6.8 tarkasteltu kieli
NE on my6s RE-tdydellinen. Se nimittdin kuuluu luokkaan RE, ja seuraava funktio f on
palautus U <,, NE (vrt. lauseen 6.11 todistus):

f(z) = CMw, JOS X = Cppw;
A, jos x ei ole vaadittua muotoa.

Itse asiassa Ricen lauseen (lause 6.12) todistus osoittaa, ettd kaikki Turingin koneiden semant-
tisiin ominaisuuksiin S liittyvat kielet codes(S) ovat RE-taydellisid. Yleensdkin ndyttad jos-
takin syysta olevan niin, etta kaikki “luonnolliset” rekursiivisesti lueteltavat, ei-rekursiiviset
kielet ovat RE-tdydellisid. Teoreettisesti voidaan kuitenkin osoittaa seuraava tulos (todistus
sivuutetaan):

Lause 6.19 (Post) Luokassa RE — REC on kielid, jotka eivit ole RE-tdydellisié.

Laskettavuusteorian osuuden paitteeksi esitellian vield yksi kasite: koska luokka RE ei
ole suljettu komplementoinnin suhteen, silli on luonnollinen duaaliluokka:

co-RE = {A | A € RE}.

Lauseen 6.3 perusteella on RE N co-RE = REC.

Luokassa co-RE voidaan méairitelld taydellisen kielen k&site samoin kuin luokassa RE:
kieli A C {0,1}* on co-RE-tdydellinen, jos A € co-RE ja B <,, A kaikilla B € co-RE.
Itse asiassa on helppo todeta, ettd kieli A on co-RE-tdydellinen, jos ja vain jos kieli A on
RE-tdydellinen. Kuvassa 6.17 on esitetty kaavio luokkien RE, co-RE ja REC suhteista.

Mainitaan taydellisyyden vuoksi vield pari keskeistd laskettavuusteorian tulosta ilman
todistuksia.
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RE-taydelliset co-RE-taydelliset

-TOT

Kuva 6.17: Kieliluokkien RE, co-RE ja REC suhteet.

Lause 6.20 Kiel:
TOT = {c | Turingin kone M. pysihlyy kaikilla syétieilli}
el kuulu luokkaan RE eikd luokkaan co-RE. QO

Sanotaan, ettd kielet A, B C {0,1}* ovat rekursiivisesti isomorfisia (engl. recursively
isomorphic), jos on olemassa rekursiivinen bijektio f:{0,1}* — {0,1}* (tall6in my6s kadn-
teisfunktio f~! on vilttadmattd rekursiivinen), jolla

€A & f(z)e B, kaikilla z € ¥*.

Rekursiivisesti isomorfiset kielet ovat siis merkkijonojen rekursiivista uudelleenjirjestamista
lukuunottamatta “samat”.

Lause 6.21 (Myhill) Kaikki RE-tdydelliset kielet ovat rekursiivisesti isomorfisia. O



98

LUKU 6. LASKETTAVUUSTEORIAA



Luku 7

Laskennan vaativuusteoriaa

7.1 Tyolaat ongelmat

Laskettavuusteorian tulokset maarittavit absoluuttisia rajoja sille, mitd ongelmia voidaan
periaatteessa ratkaista mekaanisesti — ja kuten edelld on havaittu, esimerkiksi monet tarkeat
ohjelmien oikeellisuuteen liittyvit kysymykset jidvat ndiden rajojen ulkopuolelle. Kaytin-
non tietojenkasittelyssd tilanne on vieldkin huonompi: laskettavuusteoreettinen “ratkeavuus”
nimittdin ei kiinnitd mitddn huomiota siihen, kuinka kauan ongelman ratkaiseminen kestia.

Tarkastellaan esimerkkind tunnettua ns. kauppamatkustajan ongelmaa (engl. traveling sa-
lesman problem, lyh. TSP). Kuvaannollisesti sanoen tdssd ongelmassa on tehtdvina 16ytaa
kauppamatkustajan avuksi annetun tiekartan perusteella lyhin kaikkien kartan kaupunkien
kautta kulkeva reitti. (Yleisemmin sanoen tehtdvdnd on 16ytdd lyhin ns. Hamiltonin kehd
annetusta painotetusta verkosta.) Kauppamatkustajan ongelma esiintyy eri muodoissa lukui-
sissa kdytadnnon sovelluksissa alkaen jakeluautojen reittisuunnittelusta ja piirilevyjen porauk-
sen optimoinnista moniprosessorijarjestelmien skedulointiin ja geenijonojen automaattiseen
sekvenointiin saakka.

Suoraviivainen algoritmi TSP-ongelman ratkaisemiseksi olisi n kaupungin kartalla kokeilla
kaikki n! mahdollista “reittid” ja valita niistd lyhin. Jos kuitenkin t&mé& algoritmi toteutet-
taisiin esimerkiksi tietokoneella, jolla yhden reitin tutkiminen kestad millisekunnin, ei maa-
ilmankaikkeuden t&hdnastinen ikd (10-20 miljardia vuotta) aivan riittdisi 22-kaupunkisten
karttojen kasittelyyn. Edes koneen vaihto nopeampaan ei tdssd tapauksessa juuri auttaisi:
vaikka laskentateho biljoonakertaistettaisiin suorittamalla algoritmia rinnakkain miljoonalla
supertietokoneella, jotka pystyvat kukin tutkimaan yhden reitin nanosekunnissa, ei maail-
mankaikkeuden elinaika vield riittéisi edes 31-kaupunkisiin karttoihin.

Tarked kysymys onkin, voidaanko TSP-ongelmalle 16ytaa triviaalia kaikkien mahdollisten
ratkaisujen lapikayntia tehokkaampaa ratkaisumenetelmad, erityisesti sellaista, jonka ajan-
tarvetta rajoittaisi jokin kaupunkien madrdn n polynomi. (Funktio n! ei ole polynomisesti
rajoitettu, vaan sen kasvunopeus on suurin piirtein luokkaa n™.) TSP-ongelmaa on sen tér-
keyden takia tutkittu hyvin paljon, ja on kehitetty heuristiikkoja, jotka tekevat mahdollisek-
si rutiininomaisesti ratkaista muutaman kymmenen kaupungin suuruisia ongelman tapauk-
sia. Joitakin useiden satojenkin kaupunkien tapauksia on ratkaistu ndytosluontoisesti, mutta
yleistd menetelmad eksponentiaalisen kaikkien vaihtoehtojen ldpikdynnin valttamiseksi ei ole
keksitty — toisaalta ei ole myoskdan onnistuttu osoittamaan, ettd tillainen menetelma olisi
mahdoton. Laskennan vaativuusteoria (engl. computational complexity theory) tutkii TSP-
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ongelman tapaisten laskennallisesti tyoldiden ongelmien rakennetta, tehokkaiden tismaéllisten
tal likimadraisten ratkaisualgoritmien olemassaoloa, ja tyoldiden ongelmien hyvaksikayttod
esimerkiksi todistettavasti luotettavien salakirjoitusjarjestelmien tai satunnaislukugeneraat-
toreiden suunnittelussa.

7.2 Turingin koneiden aika- ja tilavaativuus

Laskennan vaativuusteorian peruskisitteiden — laskennan ajan- ja tilantarpeen jne. —
méadrittelemiseksi tasmallisesti on kiinnitettdva jokin eksakti laskennan malli. Seuraavassa
tarkastellaan laskentaa Turingin koneilla, mutta samaan tapaan kuin laskettavuusteoriassa,
my6s vaativuusteorian peruskisitteet ovat itse asiassa sangen malliriippumattomia: Turingin
koneet voitaisiin korvata milla tahansa “realistisella” laskennan mallilla teorian perustulosten
muuttumatta.

Maaritelma 7.1 Olkoon M = (Q, X, T, 9, qo, gyes, ¢no) standardimallinen Turingin kone. Koneen
M laskennan

(QO7£);*(Q7w)7 q € {Qy657QI10}7

pituus on sithen sisdltyvien siirtymdaaskelten ( F ) méaara.
M
Koneen M aika- ja tilavaativuus (engl. time and space complexity) syétteelld x maaritel-
laan:
laskennan (go, z)F" - - pituus, jos laskenta pysdhtyy;
M

00, jos laskenta syotteelld x ei pysihdy;

timepr(z) = {

spacey(z) = max{|ul | (g0,2)F"(q, w) joillakin ¢ € Q, w € T*}

M

(= |w|, jos laskenta pysdhtyy tilanteeseen (g, w)).

Vastaavat kdsitteet voidaan méiritelld myos moninauhaisille Turingin koneille; tilantarpeeksi
otetaan tilloin maksimi eri nauhojen tilankdytostil.
Muodollisesti Turingin koneen M aikavaativuus on siis funktio:
timeps : ¥* — N U {o0}.
Koneiden aikavaativuusfunktiot ovat tyypillisesti hyvin sotkuisia, minka vuoksi on tapana
tiivistaa tieto aikavaativuudesta kunkin pituisilla sy6tteilld yhdeksi luvuksi. Tama voidaan

tehdd joko olettamalla n:n merkin mittaisille syotteille jokin todenndkoisyysjakauma P, (x)
ja tarkastelemalla M:n keskimddrdista aikavaativuutta tdman jakauman suhteen:

time}5(n) = Z P,(x) - timep (),

|z|=n

!Tilavaativuudesta puhuttaessa oletetaan usein lisiksi, etti koneella on erityinen, vain luettavissa oleva
syotenauha, jolla kaytettya tilaa ei lasketa mukaan tilavaativuuteen. Nain paastaan kasittelemaan myos
syOtteen pituutta vahaisemmassa tyotilassa tapahtuvia laskentoja. Tallainen hienosiato ei kuitenkaan ole
taman monisteen tavoitteiden kannalta tarpeen.
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Kuva 7.1: Kielen {wcwz | w,z € {a,b}*} tunnistava Turingin kone.

tai tarkastelemalla yksinkertaisesti M:n aikavaativuutta n merkin mittaisilla syotteilld pa-
himmassa tapauksessa:

timeyf*(n) = |m|ax timeps ().
Zr|=n

Keskim&irdisen aikavaativuuden analysointi on mielenkiintoista, mutta yleensi hanka-
laa, joten seuraavassa kisitelladn yksinkertaisesti aikavaativuutta pahimmassa tapauksessa.
Merkitdan (hieman harhaanjohtavasti) myos

max

timeyf*(n) = timeps(n).

Yhteydestd on aina selvda, tarkoitetaanko merkinndlld timeps tarkkaa aikavaativuusfunktiota
timeps @ ¥* — N U {00}

vai yhteenvetofunktiota

timeas : N — NU{oo}, timeps(n)= maxtimeps ().

|z|=n

Koneen M tilavaativuus keskimdaraisessa ja pahimmassa tapauksessa maaritellian vas-
taavasti funktion space,; pohjalta.

Esimerkkind Turingin koneiden aikavaativuuden méarittamisestd tarkastellaan kuvan 7.1
esittamaa, kielen

L ={wewz | w,z € {a,b}"}
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tunnistavaa Turingin konetta. Esimerkiksi syotteelld abcab koneen laskenta etenee seuraavas-

ti:

(qo, abcab) + (qo, #bc#td) F
(qa, #beab) + (qv, #H#cHD) +
(Gas #bcab) (ay, #4fc#td)  F
(qqs Ftbeab) + (qy, #H#c#b) F
(qu, #tbe#td) + (qu, #ftc##) F
(‘Dv#éc#b) - (QIv##(’##) -
(q2, #bctb) + (q2, #4tcHt#) F

(qo, ##cH#) F

(Gyes: ##cH##).

Kone tekee tilld syotteelld yhteensd 15 siirtyméad, joten timeas(abeabe) = 15.
Yleisemmin voidaan todeta, ettd parittomalla syotteen pituudella n ovat koneen M kan-
nalta pahimpia tapauksia merkkijonot, jotka ovat muotoa

n—1

5
Tamin muotoisella syotteelld kone tekee m edestakaista “pyyhkdisyd” nauhallaan — yhden
kutakin w:n merkkid kohti — missd kunkin pyyhkaisyn pituus on 2(m + 1)+ 1 = 2m + 3
askelta. Lopuksi M tekee vield yhden siirtymén tilasta gg tilaan gyes. Siten on parittomilla
n:

wew

, missd |w| =m =

timepr(n) = m-(2m+3)+1
= 2m?+3m+1

n—1)\2 n—1
= 9 1
( 2 ) *3( 2 )*

= %(n2—2n+1+3n—3)+1

1, .
= §(n2+n).

Tarkistuksena voidaan todeta, ettd timeps(5) = %(25 +5)=15.
Parillisilla » koneen kayttiytyminen on hieman hankalampi analysoida: tall6in ovat pa-
himpia tapauksia syétejonot, jotka ovat muotoa

n—2

wacw tal wbew, missd |w| = m =

Tamén muotoisella sydtteelld koneen aikavaativuus on m(2(m+1)+3)+(m+2) = 2m*+6m+2

askelta, mistd saadaan
. n—2\2 n—2
timeps(n) = 2 5 + 6 5 +2

1, N 5
= —-n“+n-2.
2
Kaikkiaan on siis
1 1 : N
timens(n) = ?nz + 5m, jos n on par%t(.)n,
7n°+n—2, josn on parillinen.
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7.3 Vaativuusfunktioiden kertaluokat

My6s pahimman tapauksen mukaan lasketut aika- ja tilavaativuusfunktiot ovat edelleen lii-
an sotkuisia kéisiteltaviksi yksityiskohtaisesti, joten tavallisesti kiinnitetddn huomiota vain
funktion kertaluokkaan (engl. order).

Olkoot f,g : N — RT mielivaltaisia funktioita. Sanotaan, ettd f on kertaluokkaa O(g),
tai vain f = O(g), jos on olemassa vakiot ¢,ng € N, joilla

f(n) <c-g(n) kaikilla n > ng.

Toisin sanoen, f = O(g) jos on f(n) < cg(n) jollakin ¢ ja melkein kaikilla n.
Jos f = 0(g) ja g = O(f), sanotaan ettd f ja g ovat samaa kertaluokkaa ja merkitdin

/=0(g)
Funktioiden kertaluokkavertailussa kaytetdan O-merkinnan rinnalla joskus myos vahvem-
paa o-merkintdd. Sanotaan, ettd f on alempaa kertaluokkaa kuin g ja merkitiin f = o(g),

jos kaikilla vakioilla ¢ > 0 on jokin sellainen n. € N, etta
f(n)<c-g(n) kaikilla n > n..

Selvasti jos f = o(g), niin myo6s f = O(g), mutta g # O(f).
Jos on olemassa sellainen vakio ¢ > 0, ettd darettoman monella n € N on

f(n) = e-g(n),

sanotaan ettd g on (irettémin usein) alaraja f:lle ja merkitidn f = Q(g)>.
Funktioille kiytetddn usein hieman epatdsmallistd merkintdd, jossa esiintyy “geneerinen

argumentti” n. Sanotaan esimerkiksi, ettd “funktio 2n? on kertaluokkaa O(n?)”, eiki tis-

millisemmin “funktio f, jolla f(n) = 2n?, on kertaluokkaa O(g), missd g(n) = n?”.

Lemma 7.1
(i) log, n = O(log, n) kaikilla a,b > 0;
(ii) n* = o(n®), jos a < b;
(iii) 29" = o(2"™), jos a < b;
(iv) log, n = o(n®) kaikilla a,b > 0;
(v) n® = o(2") kaikilla a,b > 0;
vi) c¢f(n) = O(f(n)) kaikilla ¢ > 0 ja funktioilla f;
(vii) f(n)+ g(n) = O(max(f(n),g(n))) kaikilla funktioilla f,g;
(viii) jos p(n) on aidosti astetta r oleva polynomi, niin p(n) = O(n").

Todistus. HT.

Seuraava yksinkertainen lemma auttaa usein nikemaan funktion kertaluokan:

?Kirjallisuudessa samaa merkintii kiytetiin joskus myds vahvemmassa “melkein kaikkialla” alarajan mer-

kityksessi: f = Q(g), jos g = O(f)
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Lemma 7.2 Olkoot f,g:N — RY mielivaltaisia funktioita. Jos raja-arvo

. f(n)
e g9(n)

on olemassa, ddrellinen ja nollasta poikkeava, niin f = O(g). Jos raja-arvo on 0, niin
[ =o0(yg), ja jos raja-arvo on ddretén, niin g = o( f).

Todistus. HT. [

7.4 Vaativuusluokat

Olkoot ¢,s : N — RT mielivaltaisia funktioita. Sanotaan, ettd kieli A voidaan (unnistaa
ajassa t (tilassa s), jos on olemassa moninauhainen® deterministinen Turingin kone M, jolla

L(M)=Aja
timeps(n) < t(n) kaikilla n
(vastaavasti
spacey(n) < s(n)  kaikilla n.)
Maédritellddn seuraavat formaalien kielten (so. pddtésongelmien) vaativuusluokat (engl.
complexity classes):

DTIME(t) {A | A voidaan tunnistaa ajassa t};
DSPACE(s) = {A| A voidaan tunnistaa tilassa s};

sekd ndista muodostettavat tarkedt yhdisteluokat:

P = U{DTIME(#)| ¢ polynomi } = 5o DTIME(n* + k);
PSPACE = {DSPACE(s)| s polynomi } = 5o DSPACE(n* + k);
E = Uyso DTIME(2™);

ESPACE = J;5o DSPACE(2™).

Esimerkiksi luokkaan P kuuluvat siis ne formaalit kielet (pddtésongelmat) A, jotka voi-
daan tunnistaa (vast. ratkaista) jollakin sy6tteen pituuden suhteen polynomisessa ajassa toi-
mivalla Turingin koneella. Voidaan osoittaa (tod. siv.; ei vaikea), ettd jos kieli A voidaan
tunnistaa jollakin nykyaikaisella tietokoneella ajassa t ja tilassa s, niin se voidaan tunnistaa
jollakin moninauhaisella Turingin koneella ajassa O(t?) ja tilassa O(s). Siten yhdisteluok-
kien P, PSPACE, E ja ESPACE maaritelmat ovat kohtuullisen riippumattomia siitd, mika
laskennan malli valitaan maarittelyn perustaksi. Erityisesti luokka P sisdltda tasmalleen ne
ongelmat, jotka voidaan ratkaista nykyaikaisilla tietokoneilla polynomisessa ajassa.

Luokalle P on laskennan vaativuusteoriassa vakiintunut samantapainen asema kuin luo-
kalla REC on laskettavuusteoriassa: ajatellaan, ettd ongelma on kdytdnnéssd ratkeava, jos ja
vain jos se kuuluu luokkaan P. Tatd kdytannossa ratkeavan ongelman kasitteen tismennysta
voidaan tosin kritisoidakin. Seuraavassa tarkastellaan kolmea tarkeinta vastaviitetta:

*Vakiintuneen kiytinnén mukaan niissi mairitelmissi kiytetiin moninauhaisia koneita, koska ne ovat
jonkin verran “tehokkaampia” kuin yksinauhaiset. FEro ei kuitenkaan ole oleellinen, kuten tuonnempana
todetaan (Lemma 7.4).
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1. Luokka P on litan laaja. Ongelmaa, jonka ratkaiseminen n:n merkin syotteelld vaatii
n'% laskenta-askelta, tuskin voidaan pitid kiytinnossi ratkeavana.

Kommentli: Vaikka teoriassa voidaankin osoittaa, ettd tallaisia ongelmia on olemassa
(so. ettii esimerkiksi erotus DTIME(n'%?) — DTIME(n%) on epityhji), niin niitd ei
naytd esiintyvan kiytannoéssid. Kaikilla tunnetuilla “luonnollisilla” luokan P ongelmil-
la on melko matala-asteista polynomista aikavaativuutta olevat ratkaisualgoritmit —
algoritmien vaativuus on tyypillisesti enintdin luokkaa O(n?), pahimmillaankin ehki
O(n?) (miki tosin on jo aika paljon).

2. Luokka P on litan suppea. Kaytannollisind taytyisi pitdd myos sellaisia algoritmeja, joi-
den ajantarve tosin asymptoottisesti on ylipolynominen, mutta jotka kaikilla realistisen
kokoisilla sy6tteilld toimivat kohtuullisen nopeasti.

Kommentli: Sellaisia ongelmia tosiaan esiintyy, joissa realistisilla sy&tteilld on jokin
luonnollinen, pieni kokoraja, ja talloin huomautus on aivan pateva. Esimerkiksi jos
tehtavana on valita viikon pdivistd osajoukko joidenkin kriteerien mukaan, niin hyvin
voidaan kokeilla kaikki mahdollisuudet: mahdollisia osajoukkoja tosin on 2" kappaletta,
mutta n on vain 7.

Jos sen sijaan “realistisen kokoisella sy&tteelld” tarkoitetaan vain, ettd sy6te mahtuu
esimerkiksi nykyaikaisen tietokoneen keskusmuistiin, niin voidaan todeta, ettd kaytan-
nossi ei ndytad esiintyvan ylipolynomisia algoritmeja, joiden suoritusaika olisi siedettava
vield nain suurilla syotteilla.

3. Pahimman tapauksen analysointi on harhaanjohtavaa. Ylipolynomistakin algoritmia
taytyisi pitda kaytannollisend, jos sen “pahanlaatuiset” syotteet ovat kiytannossa hyvin
harvinaisia.

Kommentti: Tami on oikeastaan aivan pitevi vastaviite: tunnettu esimerkki teoriassa
eksponentiaalisesta algoritmista, joka kiytidnnossd on erittdin tehokas, on ns. lineaarisen
ohjelmoinnin simplex-menetelmé. Voidaan kuitenkin todeta, etta:

(a) Tavallisesti kuitenkin teoriassa eksponentiaaliset algoritmit toimivat myds kdytan-
nossa huonosti.

(b) Algoritmin keskiméddrdisen kadyttaytymisen analysointi edellyttdd aina jonkin ole-
tuksen kiytdnnossad esiintyvien syotteiden jakaumasta. Téllaiset oletukset ovat
usein ongelmallisia: syOtetyyppi, joka jossakin sovelluksessa on harvinainen, voi
toisessa sovelluksessa olla tavallinen.

(c) Keskimddrdisen kayttdytymisen analysointi on kyllakin mielenkiintoista, mutta
yleensd kovin vaikeaa.

7.5 Vaativuusluokkien ominaisuuksia
Seuraavassa kdyddan lapi edella méaariteltyjen vaativausluokkien tarkeimmat tunnetut ominai-

suudet. Todistukset padaosin sivuutetaan. Ensimmainen tulos osoittaa, ettd ainoastaan raja-
funktion kertaluokalla on merkitystd vaativuusluokkien méaarittelyssa:
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Lemma 7.3 Olkoot t(n), s(n) > n mielivaltaisia funktioita, ja lisiksi t(n) ylilineaarinen (so.
n = o(t(n))). Tdallsin on milli tahansa vakiolla r > 0:

(i) DTIME(rt(n)) C DTIME(l(n));

(i1) DSPACE(rs(n)) C DSPACE(s(n)).

# Todistus. Ideana tdssd on, ettd mikad tahansa tietyn kielen tunnistava Turingin kone M voi-
daan korvata Turingin koneella M’, jonka nauhamerkit vastaavat noin r:n M:n nauhamerkin
“lohkoja”. Kone M' pystyy yvhdessa siirtymassa kasittelemadn kokonaisen tallaisen lohkon,
ja toimii siten sekd vahintddn r kertaa nopeammin ettd r kertaa pienemmaéssi tilassa kuin
M. Tarkemmat yksityiskohdat sivautetaan. g

Seuraava tulos osoittaa, ettd edelld vaativuusmairitelmien perustaksi valitut momninau-
haiset Turingin koneet eivit ole kohtuuttoman paljon tehokkaampia kuin standardimalliset
yvksinauhaiset koneet. Yksinauhaisia koneita kiyttien voidaan mairitelld vaativuusluokat:

DTIME,(t) = {A| A voidaan tunnistaa ajassa ¢ yksinauhaisella Turingin koneella};
DSPACE;(s) = {A| A voidaan tunnistaa tilassa s yksinauhaisella Turingin koneella}.

Néiiden luokkien suhteesta edelld méariteltyihin on voimassa seuraava tulos:
Lemma 7.4 Kaikilla t(n),s(n) > n on:

(i) DTIME(t(n)) C DTIME(t*(n));

(1) DSPACE(s(n)) C DSPACE (s(n)).

* Todistus. Simuloitaessa moninauhaista konetta yksinauhaisella (lauseiden 4.1 ja 4.2 kons-
truktiot) koneen aikavaativuus kasvaa enintadn nelidllisesti ja tilavaativuus pysyy ennallaan.
Yksityiskohdat sivuutetaan. ¢

Lisdtietona mainittakoon, ettd kaksinauhaisilla koneilla on mahdollista toteuttaa jo paljon
tehokkaampi simulointi. Jos merkitddn

DTIME;(t) = {A | A voidaan tunnistaa ajassa ¢ kaksinauhaisella Turingin koneella},
niin voidaan osoittaa, ettd kaikilla ¢(n) > n on
DTIME(#(n)) C DTIME,(t(n) log t(n)).

(Todistus sivuutetaan.)
Tarkastellaan sitten aika- ja tilavaativuusluokkien suhdetta:

Lause 7.5 Kaikilla t(n),s(n) > n on:

(i) DTIME(i(n)) C DSPACE(1(n));

(ii) DSPACH(s(n)) C Uyso DTIME(E*(™).
% Todistus.

(i) Tulos perustuu siithen yksinkertaiseen havaintoon, ettd ¢(n) askelessa Turingin kone ei
voi kirjoittaa enempéd kuin ¢(n) merkkid millekdin nauhalleen.
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(ii) Idea: Turingin koneella, joka toimii tilassa s(n), on n merkin mittaisella sy6tteelld
enintdin £5(") mahdollista tilannetta, jollakin vakiolla k. Lisidméalld koneeseen “kello”,
joka varsinaisen laskennan rinnalla laskee yhdestd £5("):44n ja luvun taytyttya katkaisee
laskennan hylkiivini, kone saadaan toimimaan aina ajassa k5(").

Seuraus 7.6 PC PSPACEC E C ESPACE. 0

Seurauslauseen 7.6 sisdltyvyyksistd tiedetdan aidoiksi ainoastaan seuraavat:
Lause 7.7
(i) P+ E;
(ii) PSPACE # ESPACE.

% Todistus. Tarkastellaan viitettd (i); vaitteen (i) todistus sujuu samaan tapaan.

Olkoon My, My, My, Moo, Moz, . .. jokin kaikkien moninauhaisten Turingin koneiden luet-
telointi, luvussa 6.3 esitetyn standardimallisten koneiden koodauksen tapaan. Madritellian
seuraava luokan P “universaalikieli”:

UP = {0™ca | M, hyviksyy sydtteen z ajassa |z|™/ 198121},

Voidaan todeta, ettd kieli UF kuuluu luokkaan E, koska sen ratkaisemiseksi, kuuluuko sydte
0™cz joukkoon UF, riittii simuloida koneen M, toimintaa syotteelld a |au|m/1°g|9”| = 27

askelen verran®.

Toisaalta ei voi olla UF € P. Oletetaan nimittiin, ettd olisi U € DTIME(n*) jollakin
kiintedlld k£ > 1. Téllin olisi myos kieli

U* = {cx | M. hyviksyy sybtteen z ajassa |z|*}
luokassa DTIME(n*), samoin kieli
DF = {¢| M, ei hyviksy syStetts ¢ ajassa |¢|*}.

Mutta tistd seuraa ristiriita: olkoon nimittiin DF = L(Mg) jollakin sellaisella My, jolla
timeps,(n) < n* kaikilla n. T&lléin on:

My hyviksyy syotteen d ajassa |d|*
& deD*
& My el hyviksy syStetti d ajassa |d|f. o

Koska P C PSPACE C E ja P # E, on valttaméatta myos joko P 2 PSPACE tai
PSPACE # FE, tai mahdollisesti molemmat. Vastaavasti voidaan paitelld, ettd joko PSPACE #
E, E # ESPACE, tai mahdollisesti molemmat. Yleisesti arvellaan, ettd kaikki ndma epdyhta-
16t ovat tosia, mutta juuri minkdanlaista kasitystd ei ole siitd, miten timankaltaisia vaitteita
voitaisiin todistaa. Vaativuusluokkien suhteita koskevat kysymykset kuuluvat yleensakin tie-
tojenkésittelyteorian vaikeimpiin ja syvallisimpiin. Téassd puheena olevien kysymysten suh-
teesta toisiinsa tiedetddn, ettd jos P = PSPACE, niin E = ESPACE; kdinteisen implikaation
todistaminen olisi huomattava tulos.

*Tietojenkisittelyteoriassa vakiintuneen kiytinnén mukaan tarkoittaa merkinti log n tissi kaksikantaista

logaritmia. Huomaa, ettd talldin on piflogn — o
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Kuva 7.2: Determinististen vaativuusluokkien suhteet.

Samaa universaalikielitekniikkaa kayttien kuin edellisessikin lauseessa voidaan todistaa
myo0s, ettei ole olemassa “vaikeinta” rekursiivista kieltd. Sanotaan, ettd kokonaislukufunktio
t : N — N on rekursiivinen, jos funktio "™ : {0,1}* — {0,1}*, joka vastaa #:ti lukujen
bindariesityksilla, voidaan laskea totaalisella Turingin koneella.

Lause 7.8
(i) Jos A € REC, niin on olemassa rekursiivinen funktio t(n), jolla A € DTIME(t(n)).
(i1) Kaikilla rekursiivisilla funktioilla t(n) on olemassa kieli A € REC — DTIME(t(n)).
x Todistus.

(i) Olkoon A = L(M) jollakin totaalisella Turingin koneella M. Funktioksi {(n) voidaan
talloin valita koneen M aikavaativuusfunktio ¢(n) = timeps(n). Aikavaativuusfunktio
on nimittdin tassa tapauksessa rekursiivinen: se voidaan laskea koneella, joka syotteella
n (oik. bin(n) = n:n bindiriesitys) simuloi konetta M kaikilla n:n mittaisilla sy6tteilld
ja pitad kirjaa pisimméin havaitun laskennan pituudesta. Koska M pysahtyy aina, myos
aikavaativuusfunktion laskenta pysahtyy.

(ii) Olkoon t(n) rekursiivinen, ylilineaarinen funktio. Maaritellddn
Ut = {ex | M, hyviksyy syStteen z ajassa (|cz|)}.

Samaan tapaan kuin edelld voidaan osoittaa, ettd U* € REC, mutta U* ¢ DTIME(¢(n)).
O
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Tahén asti esitettyjen vaativuusluokkien suhteet ovat siis kuvan 7.2 mukaiset. Hyvan ka-
sityksen luokan REC laajuudesta saa tarkastelemalla esimerkiksi seuraavaa, erittdin nopeasti
kasvavaa, mutta kuitenkin rekursiivista funktiota ¢(n): maaritellddn t(n) = ¢'(n,n), missd

. L2
t'(0,n) = 22 }nkpl
o2
t/(m +1, n) = 2 } t'(m,n) kpl.
Funktion kolme ensimmaista arvoa ovat:
L2
(o)y=1, 1)=4, 2)=2? }65536kpl.

Lauseen 7.8 mukaan luokka REC—DTIME(#(n)) on epdtyhji: on siis olemassa “periaatteessa”
ratkeavia ongelmia, joiden ratkaiseminen n merkin mittaisilla sy6tteilld vaatii enemmin aikaa
kuin funktion #(n) verran.

7.6 Epadeterministiset vaativuusluokat

Erittdin tarked, monissa sovelluksissa vastaan tuleva tyyppi padtosongelmia, joille ei tois-
taiseksi tunneta yleisid polynomisia ratkaisualgoritmeja, on seuraava: halutaan tietdd, onko
annetulla sy6tteelld z tietty ominaisuus A. Ominaisuuden A voimassaolo sy6tteella z riip-
puu siitd, onko olemassa toista, suunnilleen 2 pituista merkkijonoa w, ns. todistetta (engl.
witness), siten ettd parilla (z,w) on tietty helposti testattava ominaisuus B. Téasméllisem-
min sanoen: mahdolliset todistejonot ovat pituudeltaan enintddn polynomisia z:n pituuden
suhteen, ja “oikeellisuustarkastus” B(z, w) voidaan suorittaa @:n ja w:n pituuden suhteen po-
lynomisessa ajassa. Talld tavoin médritellyn ominaisuuden A tunnistamisen tekee vaikeaksi
se, ettd vaikka kukin yksittdinen todistejono voidaan tarkastaa nopeasti, mahdollisia todiste-
jonoja on kaikkiaan eksponentiaalinen maara, siis lilan paljon kaytavaksi lapi yksi kerrallaan.

Esimerkiksi luvussa 7.1 tarkasteltu kauppamatkustajan ongelma on, paatosongelmaksi
muokattuna, titd tyyppid: syotteend annetaan tdydellinen painotettu verkko (“kartta”) G
ja kokonaisluku k; halutaan tietdad, onko verkossa G sen kaikkien solmujen kautta kulkevaa
reittid, jonka pituus on enintddn k. Mahdollisia todisteita ovat tdssd tapauksessa kaikki
verkon kiertdvit reitit ja testattava ehto on, onko annetun reitin pituus enintddn k. Jos
verkossa G on n solmua, niin kukin reitti voidaan esittid yksinkertaisesti lukujen 1,....n
permutaationa, ja pituusehdon testaaminen on kunkin yksittdisen reitin kohdalla helppoa.
Vaikeaksi ongelman tekee se, ettd mahdollisia reittejd on n! kappaletta.

Toinen esimerkki on luvussa 4.2 kisitelty yhdistettyjen lukujen tunnistaminen. Luku n on
helppo todeta yhdistetyksi yhdelld kertolaskulla, jos sen tekijat p ja ¢ on annettu; ongelmana
on se, ettd mahdollisia tekijéitd on n:n binddriesityksen pituuden suhteen eksponentiaalinen
médri. (Lisdd esimerkkejd esitetddn tuonnempana, luvussa 7.7.)

Térked havainto on, ettd kaikki tamantyyppiset ongelmat voitaisiin ratkaista polynomi-
sessa ajassa epddeterministisilld Turingin koneilla: ongelman A ratkaisemiseksi syotteelld z
koneen tarvitsee vain ensin epadeterministisesti “arvata” mielivaltainen polynomisen mittai-
nen todistejono w, ja sitten deterministisesti polynomisessa ajassa “tarkistaa”, ettd jonot
x ja w yhdessd toteuttavat ehdon B. Tati ratkaisumenetelmis sovellettiin jo luvussa 4.2
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y

Kuva 7.3: Epddeterministisen Turingin koneen laskentapuu.

(des7 ..

yhdistettyjen lukujen tunnistamiseen. (Kyseessd ei tietenkddn varsinaisesti ole mikddn rat-
kaisumenetelmd, vaan tietty tapa kuvata tarkasteltavana oleva ongelma. Kaytdnnossad so-
velletut yhdistettyjen lukujen tunnistamisalgoritmit eivdt vihimmé&ssdkaan madrin muistuta
luvun 4.2 triviaalia epddeterminististd Turingin konetta.)

Téllaisella epadeterministiselld arvaus/tarkistus-menetelmalld kuvattavissa olevia luon-
nollisia ongelmia, joita ei osata ratkaista deterministisesti polynomisessa ajassa, tunnetaan
nykyisin jo toista tuhatta, ja madra kasvaa koko ajan. Ndiden ongelmien suuren kiytidnnon
merkityksen takia on aikarajoitettujen epadeterminististen Turingin koneiden laskentavoiman
selvittdminen yksi tietojenkisittelyteorian keskeisimmista tehtavista.

Kysymysten lihempad tarkastelua varten tdytyy epadeterministiseen laskentaa liittyvat
vaativuuskésitteet madritelld tdsmaéllisesti. Olkoon siis N = (Q, X, T, 6, qo, ¢yes, ¢no) epade-
terministinen yksinauhainen Turingin kone. Maaritelldan:

timey(z) = pisimmdn N: laskennan (gg,z)F"--- pituus (voi olla co);
M

spacey(z) = eniten tilaa vievin N:n laskennan (go,z)F" - - - kidyttamien
M

nauhapaikkojen mééri (voi olla co).

Vastaavat kisitteet voidaan médaritelld myos moninauhaisille koneille, samoin kuin deter-
ministisessikin tapauksessa.

Epéddeterministisen Turingin koneen mahdollisia laskentoja annetulla syotteelld x on usein
hyodyllistd ajatella kuvassa 7.3 esitetyn tapaisena laskentapuuna. Laskentapuun solmut vas-
taavat koneen tilanteita: juurisolmu vastaa koneen alkutilannetta syotteelld z, ja kunkin sol-
mun jilkeldiset esittavit solmun vastintilanteen mahdollisia seuraajia. Puun lehdet vastaavat
tilanteita, joissa laskenta pysahtyy. Kone hyvaksyy syotteen, jos jonkin lehden vastintilan-
teessa koneen tila on gyes.



7.6. EPADETERMINISTISET VAATIVUUSLUOKAT 111

Taméan mallin mukaan ajatellen on siis epideterministiselld koneella N:
timey(2) = koneen N sybtteelld 2 tuottaman laskentapuun korkeus.

(HT: Minkélaisia ovat deterministisen koneen M tuottamat laskentapuut?)
Maaritellian edelleen alempaan tapaan pahimman tapauksen mukaiset aika- ja tilavaati-
vuusfunktiot annetun pituisille syotteille:

timey(n) = maxtimen(z);
|z|=n
spacey(n) = maxspacey(z).

|z|=n

Olkoot ¢,s : N — R*t. Sanotaan, ettd kieli A voidaan tunnistaa epddeterministisesti ajassa t
(tilassa s ), jos on olemassa moninauhainen epddeterministinen Turingin kone N, jolla L(N) =
A ja
timey(n) < t(n) kaikilla n
(vastaavasti
spacey(n) < s(n) kaikilla n).

Keskeiset epadeterministiset vaativuusluokat madritellian:

NTIME(t) = {A]| A voidaan tunnistaa epadeterministisesti ajassa t};
NSPACE(s) = {A]| A voidaan tunnistaa epddeterministisesti tilassa ¢};

ja yhdisteluokat:

NP = U{NTIME(?)| ¢ polynomi} = o NTIME(n* +k);
NPSPACE = [J{NSPACE(s)| s polynomi} = 5q NSPACE(n* 4 k);
NE = U,sq NTIME(2™); B
NESPACE = |J;5, NSPACE(2"").

Luokka NP sisilti siis kaikki luvun alussa esitellyn tyyppiset arvaus/tarkistus-ongelmat?.
Kysymys siitd, voidaanko kaikki nima ongelmat ratkaista polynomisessa ajassa toimivilla
algoritmeilla, voidaan muotoilla lyhyesti vaativuusluokkien suhteita koskevana kysymyksené:
onko P = NP? Selvisti on P C NP, koska deterministiset koneet ovat epadeterminististen
erikoistapaus, mutta onko tdm3 sisiltyvyys aito?

Paallisin puolin nayttiisi selvalta, ettd luokassa NP pitdisi olla kielid, jotka eivit kuulu
luokkaan P, koska epddeterministiset koneet ovat paljon “tehokkaampia” kuin determinis-
tiset: ne pystyvit polynomisessa ajassa tutkimaan eksponentiaalisen méaaran vaihtoehtoisia
laskentoja. Kysymys luokkien P ja NP suhteesta on kuitenkin osoittautunut hammaéastyttivan
vaikeaksi: intensiivisestd tutkimuksesta huolimatta se on pysynyt avoimena jo yli 20 vuotta,
Stephen Cookin vuonna 1971 ilmestyneestd, kysymyksen ensimmdisen kerran tdsmaéllisesti
muotoilleesta artikkelista 1ahtien.

Osoituksena siitd, ettd P = NP-ongelman ratkaisu ei ole aivan itsestidn selvd, mainitaan
seuraava himmastyttava tulos, ns. Savitchin lause:

Itse asiassa voidaan my6s kiintien kaikki polynomisessa ajassa toimivat epideterministiset Turingin
koneet saattaa arvaus/tarkistus-algoritmeja vastaavaan normaalimuotoon. Tata tietoa ei kuitenkaan tarvita
jatkossa.
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Kuva 7.4: Vaativuusluokkien sisdltyvyyssuhteet.

Lause 7.9 (Savitch) Olkoon s(n) > n tilakonstruoituva funktio®. Télléin on
NSPACH(s(n)) C DSPACHEs*(n)).

Todistus. Sivuutetaan. [

Seuraus 7.10

(i) NPSPACE = PSPACE;
(i) NESPACE= ESPACE. [

Paitsi etta Savitchin lause osoittaa epddeterminismin heikkouden tilarajoitetuissa lasken-
noissa, se auttaa myos jarjestimian kisitellyt yhdistevaativuusluokat lineaariseen jarjestyk-
seen:

P C NP C NPSPACE = PSPACE C E C NE C NESPACE = ESPACE.

Taydennetty kaavio vaativuusluokkien suhteista on esitetty kuvassa 7.4.

Lauseen 7.7 tekniikalla voidaan osoittaa, ettd mitkd tahansa toisistaan “eksponentiaalisen
etdidlla” olevat vaativuusluokat eroavat (P # E, NP # NE, PSPACE # ESPACE). Sen sijaan
ei tiedetd, onko P # NP, NP # PSPACE, PSPACE # E jne. Kaikkien sisdltyvyyksien
arvellaan vahvasti olevan aitoja, mutta mitdan ei ole pystytty todistamaan.

Myohempéa tarvetta varten todetaan vield lemman 7.4 vastine epiddeterministisille koneil-
le. Maaritelladn yksinauhaisten epideterminististen Turingin koneiden vaativuusluokat:

NTIME;(t)
NSPACE(s)

{A | A voidaan tunnistaa ajassa ¢ yksinauhaisella epddet. koneella};

{A | A voidaan tunnistaa tilassa s yksinauhaisella epddet. koneella}.

SFunktion “tilakonstruoituvuus” on tietty vaativuusteoriassa tavallinen siinnéllisyysoletus; kisitteen tar-
kalla maaritelmalla ei ole tassa merkitysta. Kaikilla “yksinkertaisilla” funktioilla, erityisesti kaikilla po-
Iynomeilla, on tama ominaisuus.
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R

(a)

Kuva 7.5: Verkko-ongelmien tapauksia: (a) solmupeite, (b) riippumaton joukko, (c) klikki.

Tre

Tku

Hki

Kuva 7.6: Kauppamatkustajan ongelman tapaus.

Lemma 7.11 Kaikilla t(n),s(n) > n on:
(i) NTIME(t(n)) C NTIME(1*(n));
(ii) NSPACH(s(n)) C NSPACE;(s(n)).

Todistus. Samoin kuin lemmassa 7.4.

7.7 Esimerkkeja luokan NP ongelmista

Edelld on jo mainittu kaksi esimerkkid luokan NP ongelmista, joille ei tunneta polynomisia
ratkaisualgoritmeja: kauppamatkustajan ongelma ja yhdistettyjen lukujen testaus’. Luokan
NP laajuuden ja vaihtelevuuden osoittamiseksi on seuraavaan koottu joukko kaytannossa
melko tirkeitd samantyyppisid ongelmia. Kaikki listan ongelmat on helppo ratkaista po-
lynomisella arvaus/tarkistus-menettelylld, joten niiden kuuluminen luokkaan NP on selvii.
My6hempéa viittaustarvetta varten on myos kauppamatkustajan ongelma otettu uudelleen
mukaan listaan.

1. Lausekalkyylin toteutuvuusongelma (lyh. SAT, engl. Satisfiability).

Annettu muuttujista zq,...,z,, vakioista 0 (“epidtosi”) ja 1 (“tosi”), sekd konnektii-
veista A (“ja”), V (“tai”) ja = (“ei”) koostuva lausekalkyylin kaava (“Boolen lausekse”)

"Jo tissi vaiheessa voi olla hyvid huomauttaa siitd, ettd yhdistettyjen lukujen testausongelma on tietyssi
mielessa epatyypillinen esimerkki luokan NP ongelmasta; ks. tarkemmin lausetta 7.18 seuraava huomautus,
sivulla 124.
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F. On ratkaistava, onko F' loteutuva, so. onko sellaista muuttujien totuusarvoasetusta
l: {xla"'7$n} - {071}7
joka tekee F:std toden (so. F(t(z1),...,tH(x,)) = 1).

Esimerkiksi kaava (21 V23) A (=21 V -z2) on toteutuva, asetuksella t(z1) = 1, t(z3) = 0.
Sen sijaan kaavaa xq A —z¢ el mikdan totuusarvoasetus tee todeksi.

Toteutuvuusongelman esitys formaalina kielend on
SAT = {F'| F on toteutuva lausekalkyylin kaava}.

Tarvittaessa voidaan ajatella, ettd kaavat F' on koodattu jotakin sopivaa koodausta
kayttden bindarijonoiksi.

Toteutuvuusongelma voidaan ratkaista helposti arvaus/tarkistus-menettelylld: annetun
syotekaavan F’ toteutuvuuden testaamiseksi tarvitsee vain arvata sopiva totuusarvoase-
tus t ja tarkistaa, ettd F(¢) = 1. Jos kaavassa F’ esiintyy n muuttujaa, totuusarvoasetus
t voidaan esittda n-bittisend binadrijonona, ja sen toimivuuden tarkastaminen sujuu
helposti polynomisessa ajassa.

2. Solmupeiteongelma (lyh. VC, engl. Vertex Cover).

Annettu suuntaamaton verkko GG ja luonnollinen luku k. Onko verkossa GG enintddn k:n
solmun muodostamaa solmupeitettd, so. solmujoukkoa, joka peittdd kustakin verkon
kaaresta vahintain toisen pdan?

Esimerkiksi kuvan 7.5(a) verkossa muodostavat ympyréidyt kolme solmua solmupeit-
teen.

Solmupeiteongelman esittaminen formaalina kielend edellyttdd verkkojen koodaamista
jollakin tavalla merkkijonoiksi, esimerkiksi luettelemalla verkon yhteysmatriisin alkiot
jarjestyksessd. Lisdksi tarvitaan jokin tapa esittdd merkkijonopareja merkkijonoina:
yksinkertaisinta lienee ottaa kaytt66n uudet merkit alkusulku ((), pilkku ja loppusulku
()), ja esittdd merkkijonojen z ja y muodostama pari merkkijonona (z,y). Olettaen
ndiden koodauskysymysten yksityiskohdat ratkaistuiksi saadaan solmupeiteongelmalle
esitys
VC = {{(G,k) | verkossa G on enintddn & solmun solmupeite},

tai tarkemmin sanoen:
VC ={(G,k) | G on jonkin suuntaamattoman verkon esitys, k£ on binddriluku ja

G'm esittaméastd verkosta 16ytyy solmupeite, jossa on < k solmua}.

Solmupeiteongelman arvaus/tarkistus-ratkaisu on jélleen helppo: syotteelld (G, k) ar-
vataan verkosta G k solmua ja tarkistetaan, ettd ne peittivit kaikki verkon kaaret.

3. Riippumaton joukko -ongelma (Iyh. IS, engl. Independent Set)

Annettu suuntaamaton verkko G ja luonnollinen luku k. Onko verkossa GG vihint&dan k
riippumatonta solmua, so. solmua, joiden vililld ei kulje yhtddn kaarta?

Esimerkiksi kuvan 7.5(b) verkossa ovat ympyroidyt kolme solmua riippumattomia.

Riippumaton joukko -ongelman esitys formaalina kielend on

15 = {{(G,k) | verkossa G on viahintddn & riippumatonta solmua}.
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4. Klikkiongelma (lyh. CLIQUE, engl. Clique)

Annettu suuntaamaton verkko G ja luonnollinen luku k. Onko verkossa G vahintidan
k:n solmun muodostamaa klikkid, so. solmujoukkoa, jonka kaikkien solmuparien valilla
on kaari?

Esimerkiksi kuvan 7.5(c) verkossa muodostavat ympyréidyt kolme solmua klikin.

Klikkiongelman esitys formaalina kielend on

CLIQUE = {(G,k) | verkossa GG on vahintddn k solmun klikki}.

5. Hamiltonin keha -ongelma (lyh. HC, engl. Hamiltonian Cycle)
Annettu suuntaamaton verkko G. Sisaltaaké G Hamiltonin kehdn, so. syklin (suljetun
polun), joka kulkee kaikkien verkon solmujen kautta tdsmélleen kerran?

6. Kauppamatkustajan ongelma (lyh. TSP, engl. Traveling Salesman Problem)

Annettu taydellinen suuntaamaton painotettu verkko G (“kartta” tai oikeastaan “etii-
syystaulukko”) ja luonnollinen luku k. Onko verkossa G Hamiltonin kehdd, jonka ko-
konaispaino (so. polulla olevien kaarten painojen summa) on enintdan k?

Esimerkiksi kuvan 7.6 esittamassa verkossa on kaikki viisi solmua kiertidva reitti, jonka
pituus on 570. (Mika?)
7. Verkonvaritysongelma (lyh. GC, engl. Graph Coloring)

Annettu suuntaamaton verkko G ja luonnollinen luku k. Voidaanko verkon G solmut
“varittad” k:la “varilld” niin, ettei millekddn kahdelle naapurisolmulle (so. kaaren yh-
distdmalle solmulle) tule samaa varid?

8. Ositusongelma (lyh. PARTITION, engl. Partition)

Annettu joukko luonnollisia lukuja {nq,...,nz}. Voidaanko niistd valita osajoukko
{mi,....,my} C{n1,...,nk} niin, ettd (my + ...+ m,) = %(nl + .4 ng)?

7.8 Polynomiset palautukset ja NP-taydelliset kielet

Laskennan vaativuusteoriassa on ratkaisevan tarked sija laskettavuusteoreettisten palautus-
ja tdydellisyyskasitteiden (luku 6.11) polynomisilla vastineilla.

Sanotaan, ettd funktio f : ¥* — I'* voidaan laskea polynomisessa ajassa, jos on olemassa
deterministinen Turingin kone M ja polynomi p, joilla f = far ja timear(n) < p(n) kaikilla
n. Olkoot A C ¥*, B C I'* formaaleja kielid. Kieli A voidaan palauttaa polynomisesti (engl.
polynomial time many-one reduces to) kieleen B, merkitdan

A <5 B,
jos on olemassa polynomisessa ajassa laskettava funktio f: ¥* — I'*, jolla on ominaisuus:
€A & f(z)€eB, kaikilla z € ¥*.

Palautusrelaatiolla <7, on seuraavat perusominaisuudet (vrt.lemma 6.16):
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Lemma 7.12 Kaikilla kielilla A, B, C' on voimassa:

(i)
(1)
(iii)

(iv)

A< A;
Jos A<l B ja B<V, C, niin A<b, C;

Jos A <P, B ja B € NP (PSPACE, E, NE, ESPACE), niin A € NP (PSPACE, E, NE,
ESPACE);

Jos A <P, B ja B € P, niin A€ P.

Todistus.

(i)
(i)

Selvd. (Valitaan palautusfunktioksi f(z) = z.)

Olkoon f palautusfunktio A:sta B:hen ja ¢ palautusfunktio B:std C:hen. (Lyhyesti
voidaan merkitd f : A <l B, g : B <}, C.) Osoitetaan, ettd yhdistetty funktio A,
h(z) = g(f(z)), on palautus A:sta C:hen.

Todetaan ensin, ettd h tayttdd palautusehdon:
teAd & flek)eB & g(f(x))=nhz)eC.

Tarkastetaan sitten, ettd h voidaan laskea polynomisessa ajassa. Olkoon M; Turingin
kone, joka laskee funktion f polynomin p rajoittamassa ajassa, ja M, Turingin kone, jo-
ka laskee funktion g polynomin ¢ rajoittamassa ajassa. Voidaan olettaa, ettd polynomit
p ja q ovat kaikkialla ei-vahenevia. Oletetaan kone M, sellaiseksi, etta se tyhjamerkin
# havaitessaan toimii samoin kuin loppumerkin < tapauksessa. Olkoon lisiksi Mrrw
Turingin kone, joka korvaa kaikki nauhapddstd oikealle sijaitsevat merkit tyhjamerkeilld
ja vie nauhapadn nauhan alkuun. Funktio h voidaan talloin laskea, aivan samoin kuin
lemman 6.16(ii) todistuksessa, koneella M}, joka suorittaa perdkkdin koneiden My,
Mgpew ja M, laskennat. Téllaisen koneen rakenne on esitetty kuvassa 6.15 (s. 95).

Koneen M}, aikavaativuus syotteelld x on:

timens, (¢) + timenr gy (f(2)v) + timear, (f(z))
p(lz]) + 2p(|=]) + ¢(| f(2)])

3p(l«]) + ¢(p(l2]))

O(q(p([z1))),

siis polynominen z:n pituuden suhteen. (Laskelman kolmannella rivilld on kaytetty
hyviksi sitd tietoa, ettd |f(z)| < timepr, (z) < p(|2]).)

timens, ()

IA A

Samaan tapaan kuin seuraava kohta.

Olkoon M; Turingin kone, joka laskee palautusfunktion f : A <7, B polynomin p ra-
joittamassa ajassa, ja Mp Turingin kone, joka tunnistaa kielen B polynomin ¢ rajoitta-
massa ajassa. Talloin kieli A voidaan tunnistaa, lemman 6.16(iv) tapaan, koneella M 4,
joka suorittaa perdkkiin koneiden My ja Mp laskennat (ks. kuva 6.15,s. 95). Samaan
tapaan kuin kohdassa (ii) voidaan todeta, ettd koneen My aikavaativuus syotteelld z
on O(q(p(|z])), siis polynominen z:n pituuden suhteen.



7.9. TOTEUTUVUUSONGELMAN NP-TAYDELLISYYS 117

Olkoon sitten ¢ mikd tahansa kieliluokka (erityisen kiinnostavia ovat luokat C = NP,
PSPACE june.). Kieli A on C-taydellinen (polynomisten palautusten suhteen) (engl. C-complete
w.r.t. polynomial time reductions), jos

(i) A€Cja

(i) B <ln A kaikilla B € C.
C-tdydelliset kielet ovat siis jossakin mielessd “maksimaalisen vaikeita” luokassa C; erityisesti
C-taydellisyys takaa, ettd kieli voidaan tunnistaa polynomisessa ajassa jos vain jos kaikki
muutkin luokan C kielet voidaan tunnistaa polynomisessa ajassa:
Lemma 7.13 Olkoon C jokin kieliluokka ja A jokin C-liydellinen kieli. Tdlléin A € P jos
ja vain jos C C P.
Todistus. Viite seuraa helposti lemman 7.12 kohdasta (iv). 0

Luokkaan NP sovellettuna tdmé tarkoittaa siis, ettd P = NP, jos ja vain jos mika ta-
hansa NP-tiydellinen kieli kuuluu luokkaan P: koko kysymys luokkien vertailusta voidaan
keskittad yhteen ainoaan kieleen — kunhan vain jokin kieli pystytdan ensin osoittamaan NP-
taydelliseksi. Tamaéan takia on seuraava, luvussa 7.9 todistettava ns. Cookin lause ratkaisevan
tarkea:

Lause (Cook). Kieli
SAT = {F | F on loteutuva lausekalkyylin kaava}

on NP-ldiydellinen.

Cookin lauseen todistus, joka nojaa suoraan kasitteiden mairitelmiin, ei ole aivan helppo.
Mutta kun yksi kieli on niin todistettu NP-taydelliseksi, on muut NP-tdydellisyystodistukset
mahdollista tehdd huomattavasti yksinkertaisemmin, seuraavan lemman perusteella:

Lemma 7.14 Olkoon C jokin kieliluokka ja A jokin C-tdydellinen kieli. Jos tdlloin B € C ja
A <. B, niin myos B on C-tdiydellinen.
Todistus. HT. [

Luokkaan NP sovellettuna: jos halutaan osoittaa jokin uusi luokan NP kieli B NP-
taydelliseksi, riittdd muodostaa polynominen palautus jostakin jo tunnetusta NP-tdydellisesta
kielestd A kieleen B.

7.9 Toteutuvuusongelman NP-taydellisyys

Aluksi lyhyt kertaus edelld esitetysta:

1. Luokka P sisdltdd — tietyin varauksin — kaikki ongelmat, jotka tietokoneilla voidaan
kaytannossa ratkaista.
2. Luokka NP sisdltad luokan P ongelmien lisdksi lukuisia kdytannossa merkittdvida on-

gelmia, joille ei ole intensiivisestd tutkimuksesta huolimatta onnistuttu loytamaan po-
lynomisia ratkaisualgoritmeja.
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3. Luokkaan NP kuuluva ongelma on NP-tdydellinen, jos kaikki luokan NP ongelmat voi-
daan palauttaa sithen polynomisilla muunnoksilla. Téallainen ongelma voi kuulua luok-
kaan P vain jos kaikki: luokan NP ongelmat kuuluvat luokkaan P, so. jos P = NP
(lemma 7.13). Tdmi on, edellisen kohdan nojalla, erittdin epitodennikéistd, ja siten
vahva todiste sen puolesta, ettd tarkasteltava ongelma on laskennallisesti tyolds. (Téayt-
td varmuutta NP-tiydellisten ongelmien tyoldydestd ei tietenkddn saada, ennen kuin
viite P # NP on osoitettu todeksi.)

4. Kun jo tunnetaan joukko NP-tdydellisid ongelmia, sujuu uuden NP-ongelman taydel-
lisyystodistus kohtuullisen yksinkertaisesti seuraavaan tapaan:

(a) valitaan jokin tunnettu NP-tdydellinen ongelma, joka muistuttaa tarkasteltavana
olevaa uutta ongelmaa;

(b) muodostetaan polynominen palautus vanhasta ongelmasta uuteen.

Uuden ongelman NP-tiydellisyys seuraa tasta lemman 7.14 nojalla. Esimerkkejd tasta
menettelystd esitetddn tuonnempana, luvussa 7.10.

Ennen kuin NP-taydellisten ongelmien “kirjastoa” voidaan ryhtyd kerddmain lemman 7.14
avulla, tiytyy jokin ongelma osoittaa NP-taydelliseksi muulla tavoin. Tami on Stephen
Cookin kuuluisan tuloksen sisdlté. Ennen lauseen todistusta kerrataan vield lausekalkyylin
toteutuvuusongeliman méadritelma (s. 113):

Annettu muuttujista by, ..., b,, vakioista 0 ja 1, sekd konnektiiveista A, V ja -
koostuva lausekalkyylin kaava F. On ratkaistava, onko F toteutuva, so. voidaanko
muuttujille by, ..., b, asettaa arvot 0 ja 1 siten, ettd koko lausekkeen arvoksi tulee
1.

Lause 7.15 (Cook) Kieli
SAT = {F | F on toteutuva lausekalkyylin kaava}

on NP-tdydellinen.

* Todistus. On helppo todeta, ettd SAT € NP: tunnistavan epadeterministisen koneen
tarvitsee syotteelld F' vain arvata F:n muuttujien totuusarvoasetus — jos sellainen on — ja
tarkistaa arvauksen oikeellisuus®.

Kielen NP-taydellisyyden todistamiseksi taytyy sitten osoittaa, ettd mille tahansa kielelle
A € NP voidaan muodostaa polynominen palautus f: A <, SAT. Koska ainoa tapa paésta
kasiksi mielivaltaiseen luokan NP kieleen on tarkastella sen tunnistavaa epddeterminististd
Turingin konetta, menetelladn seuraavasti:

Olkoon M jokin polynomisessa ajassa toimiva epiddeterministinen Turingin kone, jolla
L(M) = A. Seuraavassa esitetddn, miten M m rakennetta seuraten voidaan muodostaa erds
palautusfunktio f. Funktio f muuntaa kunkin merkkijonon z (so. koneen M mahdollisen
syOtteen) vastaavaksi lausekalkyylin kaavaksi F., joka tietylla tapaa kuvaa kaikkia M :n mah-
dollisia laskentoja syotteelld x. Kaava F, on toteutuva, jos ja vain jos M hyviksyy x:n.

8Tarkkaan ottaen koneen pitii ensin tarkastaa, etti syStteend annettu merkkijono F' todella on syntakti-
sesti kelvollinen lausekalkyylin kaava, mutta tama on helppoa.
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Tarkemmin sanoen, kutakin M :n mahdollista laskentaa vastaa yksi F.:n muuttujien to-
tuusarvoasetus; lisiksi muuttujilla on “epakelpoja” totuusarvoasetuksia, jotka eivit vastaa
mitadn laskentaa. Kaava F) ilmaisee ne ehdot, joiden vallitessa annettu totuusarvoasetus
esittdd M:n hyviksyvii laskentaa syotteelld x. Siten:

r€A=L(M)
M hyviksyy z:m
on olemassa M :n hyviksyva laskenta syotteelld

on olemassa kaavan F, toteuttava totuusarvoasetus

F, = f(z) € SAT.

te e

Olkoon siis M = (Q, %, T, 6, qo, gyes, ¢no) epadeterministinen Turingin kone, ja p(n) > n
polynomi, jolla timeas(n) < p(n) kaikilla n. Lemman 7.11 nojalla voidaan olettaa, ettd kone
M on yksinauhainen. Tiloja ja nauha-aakkoston merkkeji tarvittaessa uudelleen nimedmalla
voidaan olettaa, ettd

Q = {q07q17 .. '7q7"}7
missé ¢r—1 = Qyes ja ¢ = ¢no, ja ettd
TU{>,<}={80,515+sSms1}

missd sg = > ja Spmy1 = <. Koska M toimii ajassa p(n), mikddn syotteelld  mahdollinen
laskenta ei voi edetd nauhalla pidemmalle kuin merkkipaikkaan p(|z|)+ 1.
Syodtettd x, |z| = n, vastaavassa kaavassa F, kdytetdan seuraavia Boolen muuttujia:

Tyyppi  Indeksit Merkitys
q[t, k] 0<t<p(n) Hetkelld ¢ (so. t:n laskenta-askelen jél-
0<k<r keen) M on tilassa g.
hlt, 1] 0<t<p(n) Hetkelld ¢ M:n nauhapii on merkkipaikan
1<i<p(n)+1 ¢ kohdalla.
sit,i,7] 0<t<pn) Hetkella ¢ M:n nauhan merkkipaikassa ¢
1<i<p(n)+1 on merkkis;.
0<j<m+1
Muuttujat on tassd selvyyden vuoksi ryhmitelty ikdan kuin taulukoiksi, mutta ne voitaisiin
tietenkin haluttaessa uudelleennimetd miten tahansa, esimerkiksi b1, bg,...,bn, missd N =
O(p(n)*).

Kukin koneen M mahdollinen laskenta sy6tteelld x m&araad niille muuttujille totuusarvot
ilmeiselld tavalla. (Jos laskenta padttyy ennen hetked ¢ = p(n), ajatellaan koneen tilanteen
pysyvan samana hetkeen p(n) saakka.) Toisaalta ldheskddn kaikki muuttujien totuusarvot
eivat vastaa mahdollisia laskentoja.

Tarkoituksena on muodostaa naistd muuttujista kaava F, niin, ettd annettu totuusarvo-
asetus toteuttaa F,:m, jos ja vain jos se vastaa jotakin M :n hyvdksyvdd laskentaa sydtteelld x.
Kun vield todetaan, ettd kaava F). voidaan muodostaa merkkijonosta x deterministisesti po-
lynomisessa ajassa, ndhdddn ettd kuvaus f:z — F, on haluttu palautus [ : L(M) <J, SAT.
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Kaava F, on muodoltaan kuuden alikaavan tai “osaehdon” konjunktio:
Fr,=G1 NGy ANGs NGy NGy A G,

tai indeksoitua lyhennysmerkintdd kiyttien:

6
n:Am

i=1
Alikaavojen kuvaamat ehdot ovat:
Kaava Merkitys

G4 Kullakin hetkelld ¢ koneen tila on yksi-
kasitteisesti madratty.

Gy Kullakin hetkelld ¢ koneen nauhapdidn
osoittama paikka on yksikasitteisesti maa-
ratty.

Gs Kullakin hetkelld ¢ kussakin nauhan merk-
kipaikassa on yksikasitteisesti maaratty
merkKki.

Gy Hetkelld 0 koneen tilanne on alkutilanne
syotteelld z.

G5 Hetkelld p(n) kone on hyviksyvissa lop-
putilanteessa.

Gg Kullakin hetkelld ¢, 0 < ¢ < p(n) — 1,

koneen tilanteen muutos hetkesta ¢ het-
keen t+1 on siirtymafunktion é mukainen.

Viisi ensimmaista ehtoa voidaan toteuttaa seuraavilla kaavoilla:

G o= NV L AN (AR

0<t<p(n) 0<k<r 0<t<p(n)
0<k<k!<r
G o= N\ \/ AL A A =(h[t, 1] A AL, );
0<t<p(n) 1<i<p(n)+1 0<t<p(n)

0<i<i! <p(n)+1

G3 = /\ \/ S[tvivj] A /\ _‘(S[tvivj]/\‘s[tvivjl]);

0<j<m+1

0<t<p(n) 0<t<p(n)
0<i<p(n)+1 0<i<p(n)+1
0<j <! <m+1
Gs = q[0,0]AR[0,1]As[0,0,00A A\ 0,4, ji] A A\ s[04, m+ 1],
1<i<n n+1<i<p(n)+1

kun z = 55,85, ... 85,3

Gs = qlp(n),r—1].
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Alikaava Gg kuvaa koneen tilan, nauhapidin sijainnin ja kunkin nauhamerkin muuttumista
yvhdessd laskenta-askelessa. Se koostuu kolmesta osastas:

Ge = Gy ANGENGY.

Kaava G toteaa vain sen, ettd jos hetkelld ¢ koneen nauhapii ei ole merkkipaikan ¢ koh-
dalla, niin paikassa ¢ oleva merkki pysyy samana hetkelld ¢ + 1. Tdméa voidaan formalisoida
seuraavasti®:

Go= N (sl ) A=hftyi]) — s[t + 1,1, 5)).
0<t<p(n)—1
0<i<p(n)+1
0<j<m+1

Kaava GY toteaa sen, ettd jos kone hetkelld ¢ on lopputilassa gyes tai ¢no, niin sen tilanne
hetkelld ¢ + 1 on sama kuin hetkella ¢:

6= /\ [(g[t, k] A R[t, i) A s[t,i,7]) — (qlt + 1, k) AR[E+ 1,¢] A s[t + 1,4, 7])].
0<t<p(n)—1
k=r—1,r
0<i<p(n)+1
0<j<m+1

Kaava G{' lopulta formalisoi sen keskeisen vaatimuksen, etti ellei kone ole ajanhetkeen ¢
mennessd pysdhtynyt, niin hetkesta ¢ hetkeen ¢ + 1 sen tila, nauhapdan sijainti ja nauhapdin
kohdalla oleva merkki muuttuvat siirtyméafunktion é mukaisella tavalla:

v= N [t R AR A sl ) —
0<t<p(n)—1
0<k<r—2
0<i<p(n)+1
0<j<m+1

\/  (alt+ LRIARLE+ L i A A s[4 1,4, 57):

(qk’vsj/ 7A)
€6(qx,55)

Nauhapddn siirtosuunta on tassid ajateltu koodatuksi siten, ettd suuntaa I. vastaa arvo
A = —1 jasuuntaa R arvo A = 1.

Suoraviivainen tarkastus osoittaa, ettd merkkijonosta z, |z| = n, ndin muodostettu kaava
F, on polynomista kokoa n:n suhteen (itse asiassa kokoa O(p(n)?)), se voidaan muodostaa
deterministisesti polynomisessa ajassa, ja on toteutuva jos ja vain jos ¢ € L(M). Siten kuvaus
f 2~ F, on palautus kielesti A = L(M) kieleen SAT.

®Tissi ja seuraavassa on kiytetty lyhennysmerkintidi “¢ — ¢ kaavalle “—¢ V ¢”.
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7.10 Muita NP-taydellisia ongelmia

1. Rajoitetut toteutuvuusongelmat

Lausekalkyylin kaava F' on konjunktiivisessa normaalimuodossa (engl. conjunctive normal
form, lyh. cnf), jos se on muotoa

F=CiANCyN...NCp,
missd kukin tekijd (engl. clause) C; on disjunktio
Ci=oei1\/oz¢2\/---\/am-

Tédssd termit a;; ovat literaaleja (engl. literals), so. muuttujia tai niiden negaatioita.
Ongelma CSAT koskee tillaista muotoa olevien kaavojen toteutuvuutta:

CSAT = {F | F on cnf-muotoinen toteutuva lausekalkyylin kaava}.
Lause 7.16 Kieli CSAT on NP-tdydellinen.
* Todistus.
(i) CSAT € NP. Tama on selvad, koska CSAT on SAT:in erikoistapaus, ja SAT € NP.
(i) A € NP= A<}, CSAT. Tutkimalla Cookin lauseen (lause 7.15) todistusta ndhddén,
ettd siind muodostettavat kaavat
Fo=Gi NGy ANGs NGy NGs A (GG A GENGE
ovat melkein cnf-muotoisia, kun lyhennysmerkinnidt “¢ — " kirjoitetaan auki muotoon

“m¢ V107, ja tarvittaessa sovelletaan De Morganin sddntéd —(¢ A ) = (1¢ V 29).

Ainoan poikkeuksen muodostavat alikaavat G ja G'. Jos keskitytdan tarkastelemaan

mutkikkaampaa kaavaa G, niin timéa on muotoa

g/ = /\ [(th A hig A 'StO) — \/ (qn A hg A sti)]v
t 1<i<k

eli

g/ = /\ [ﬁqto vV _‘htO V 284 V \/ ((Jm A hm‘ A 8-“')],
t 1<i<k

missd k on n:std riippumaton vakio!©.
Lausekalkyylin osittelulakien nojalla saadaan tastid myos kaavalle G’ konjunktiivinen
normaalimuoto:

=N N a0V oho Vs v\ ali.

t ae{‘]vhvs}k 1SZSk

Timé normaalimuoto on tosin noin 3% kertaa alkuperiisen kaavan kokoinen, mutta
koska k on vakio, kasvu ei haittaa.

10Tarkasti ottaen voidaan valita
k=max{|8(¢,8)| | ¢ €Q, se TU{> <}}.

Kaava G} on samaa muotoa, kun valitaan k = 1.
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Toteutuvuusongelma pysyy NP-taydellisend ankarampienkin rajoitusten vallitessa. Sanotaan,
ettd lausekalkyylin kaava F' on k-konjunktiivisessa normaalimuodossa (1yh. k-cuf), jos sen ku-
kin tekija sisdltdd tasmélleen k literaalia, ja maaritelladn:

kSAT = {F | F on k-cnf-muotoinen toteutuva lausekalkyylin kaava}.
Lause 7.17 Kieli 35SAT on NP-tdydellinen.

Huomaulus. Voidaan osoittaa, ettd kieli 25AT kuuluu luokkaan P.

% Todistus.
(i) 39AT € NP. Selvi.

(ii) NP <}, 35AT. Lemman 7.14 nojalla riittaa osoittaa, etta CSAT <§, 3SAT. Toisin
sanoen: on osoitettava, ettd annetusta cnf-muotoisesta kaavasta F voidaan polynomi-
sessa ajassa muodostaa 3-cnf-muotoinen kaava F’, joka on toteutuva jos ja vain jos F
on toteutuva.

Vaadittu muunnos voidaan tehdd seuraavasti: olkoon
F=CiANCon...NC,,.

Kukin F:n tekija
Cr=a1VayV...Va,, 1r>3,

korvataan 3-cnf-muotoisella kaavalla
Cr=(a1Vag Vi) A(~t1 VazVig)A(~ta VagViz)A...A(~te—3 Va,_1 Va,),

missd 11,...,4,—3 ovat uusia muuttujia. Kukin kaava C} voidaan selvisti muodos-
taa vastaavasta kaavasta C} polynomisessa ajassa. Tarkastetaan vield, ettd muunnos
F — F'siilyttaa kaavojen toteutuvuuden ja toteutumattomuuden, so. ettd muunnos
tayttad palautusehdon F' € CSAT & F’ € 3SAT:

(a) F toteutuva = F' toteutuva: Tarkastellaan jotakin kaavan F tekijia Cj ja vastaa-
vaa F'mn tekijad C'}. Minkd tahansa Fn toteuttavan totuusarvoasetuksen tdytyy
asettaa jonkin Cp:ssa esiintyvén literaalin o; arvoksi 1. Téstd saadaa C}:m toteut-
tava totuusarvoasetus asettamalla literaalien o; arvot samoin, ja uusien muuttu-
jien arvot seuraavasti:

y={ b psice

0, Josg>1—2.

(b) F' toteuluva = F tloteuluva: Mikd tahansa kaavan F’ toteuttava totuusarvoase-
tus toteuttaa erityisesti kutakin F:n tekijid C} vastaavan alikaavan C}. Talléin
joko jokin alikaavassa esiintyvista literaaleista aq,..., a, saa arvon 1 ja tekija Cj
toteutuu, tai jollakin 7 < r — 3 on ¢; = 1, t;41 = 0; mutta my6s jalkimmadisessa
tapauksessa on oltava ;49 = 1, ja tekija C toteutuu.
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SAT/CSAT
Jl.
39AT
2 T
, O GC  PARTITION
1S HC
4.| |6.
CLIQUE TSP

Kuva 7.7: NP-tdydellisten ongelmien vilisid palautuksia.

Edelld on tarkasteltu vain vihintddn nelja literaalia sisdltdvien tekijéiden muuntamista
3-cnf-muotoon. Yksinkertaisemmat tekijit kasitellidn seuraavasti:

Cpr=a1VayVas = C,’C:Ck;
Cr=a1Vay = Cp=(a;VayVi)A(a;VayV-t);
Cr=a = CiL= (aVi{1 Vi) A(aViVily)A
(aV =ty Vig) AV =iy Vo ly).

Selvisti my6s ndmé& muunnokset sdilyttivat kaavojen toteutuvuusominaisuudet.

2. Sekalaisia ongelmia

Luonnollisia NP-tdydellisid ongelmia tunnetaan nykyisin jo yli 1000, ja maéira kasvaa jatku-
vasti. Osoittautuu, ettd esimerkiksi kaikki luvussa 7.7 mainitut NP-ongelmat ovat itse asiassa

taydellisia:
Lause 7.18 Seuraavat ongelmat (oik. vastaavat formaalit kielet) ovat NP-tdydellisid:
(i) solmupeiteongelma (VC);
(i1) riippumaton joukko -ongelma (IS);
(iii) klikkiongelma (CLIQUE);
(iv) Hamiltonin kehd -ongelma (HC);
(v) kauppamatkustajan ongelma (TSP);
(vi) verkonvdritysongelma (GC);
(vii) ositusongelma (PARTITION).

Huomaultus: Luvuissa 4.2 ja 7.6 tarkasteltua yhdistettyjen lukujen tunnistamisongelmaa ei
tiedetd NP-tdydelliseksi. Itse asiassa pidetdan hyvin mahdollisena, ettd ongelmalle lopulta

16ytyy polynomisessa ajassa toimiva ratkaisualgoritmi.
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Todistus. Kaikkien mainittujen ongelmien todettiin kuuluvan luokkaan NP jo luvussa 7.7.
Lemman 7.14 mukaiset, ongelmien tdydellisyyden osoittavat palautukset voidaan tehdd esi-
merkiksi kuvassa 7.7 esitetyn kaavion mukaisesti. Seuraavassa kasitellian vain kaavion pa-
lautukset 2-4. Palautus 1 esitettiin jo lauseessa 7.17, ja palautukset 5-8 sivuutetaan.

Tarkastellaan yksinkertaisuuden vuoksi ensin palautuksia 3 ja 4. Namda ovat erityisen
helppoja, koska ongelmat VC, IS ja CLIQUE ovat oikeastaan sama ongelma eri tarkastelu-
kulmista katsottuna:

Lemma 7.19 Olkoon G = (V, E)!! suuntaamaton verkko ja V' C V. Tillin oval seuraavat
kolme ehtoa ekvivalentit:

(i) V' on G:n solmupeite;
(ii) V — V' on riippumaton solmujoukko G :ssd
(iii) V — V' on klikki G:n komplementtiverkossa G = (V,(V x V) — E).

Todistus. HT. [
Vaaditut palautukset voidaan muodostaa seuraavasti.
3. VC <P, IS. Merkitain verkon GG solmujen miirid |G|l ja valitaan palautusfunktioksi
kuvaus f,

f(<G7k>) = <G7 |G| - k>
Muunnos f voidaan selvisti laskea polynomisessa ajassa. Lemman 7.19 mukaan verkossa G
on enintdan k solmun solmupeite, jos ja vain jos siind on vahintaan |G| —k solmun riippumaton
joukko; toisin sanoen:

(GEyeVC & f({G, k) = (G,|G] - k) €TS.

4. IS <5, CLIQUE. Lemman 7.19 mukaan verkko G sisaltid vahintddn k solmun riippumat-
toman joukon, jos ja vain jos sen komplementtiverkko G sisiltii vihintiin k solmun klikin.
Siten palautusfunktioksi voidaan valita kuvaus f,

FUG, k) = (G, k).
Kuvaus voidaan selvisti laskea polynomisessa ajassa, ja
(G,kYyelS &  f({G,k))= (G, k) € CLIQUE.

Tarkastellaan lopuksi vaikeampaa palautusta 2.

% 2. 3SAT <P VC. Olkoon
F=Cin...NC)y,

3-cnf-muotoinen lausekalkyylin kaava, jossa esiintyvat muuttujat z1,...,z,. Vastaava solmu-
peiteongelman tapaus (G, k) muodostetaan seuraavasti (ks. kuva 7.8). Verkossa G' on solmu
kullekin literaalille ; ja —a;, missd 7 = 1,...,n, sekd kutakin Fn tekijdd C'; kohden kolme
solmua C’}, C']2 ja C?, missd j = 1,...,m. Verkossa on seuraavat kaaret:

1 T3ssi on kiytetty tavanomaista verkkomerkintii: V on verkon G solmujoukko ja £ C V x V sen
kaarijoukko.
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1 I Ty X9 T3 T3 Tg T4

Kuva 7.8: Kaavaa F' = (21 V ~23 V 724) A (021 V 23 V —24) vastaava verkko.

o (z;,—x;),i=1,...,m;
* (0}762)7 (Cf,C;?’), (0]370]1), 7=1,...,m;
o jos Cj = (a1 Vay Vag), niin (C}, 1), (CF,a2), (C?,a3), j =1,...,m.

Arvoksi k valitaan luku n 4+ 2m.
Esimerkkind konstruktion soveltamisesta on kuvassa 7.8 esitetty kaavasta

F= (.’L‘l V —xg V —|£U4) A (—|371 VgV —|£U4)

muodostettu verkko. Tassa tapauksessa valitaan k =4+ 2-2 =8,
Verkko (G voidaan selvdsti muodostaa kaavasta F polynomisessa ajassa. Osoitetaan, ettd
G:ll4 on enintdan k£ solmun solmupeite, jos ja vain jos F on toteutuva:

(i) Olkoon ¢ :{zy,...,2,} — {0,1} jokin kaavan F toteuttava totuusarvoasetus. Vastaa-
vaan verkon (¢ solmupeitteeseen V' otetaan ensin kutakin literaaliparia x;, —~a; kohden
se solmu, jota vastaava literaali saa arvon 1. Tamén jalkeen on kustakin C';-kolmiosta
ainakin yhdestd kulmasta alkava kaari (C7,a,) jo peitetty, ja peitteeseen lisdtdén kol-
mion kaksi muuta kulmasolmua. Niin saatu solmujoukko V' selvisti peittad kaikki G:n
kaaret ja |V'| = n+ 2m = k.

(ii) Olkoon toisaalta V' jokin G:n solmupeite, jolla |V’| < k. Koska V':n on siséllettavi
vahintddn yksi solmu kustakin literaaliparista z;, —z;, ja vihintddn kaksi solmua kus-
takin C;-kolmiosta, on oltava myos |V'| > n+2m = k. Siten on |V'| = k, ja V' sisiltdd
tismdlleen yhden solmun kustakin literaaliparista ja tdsmdlleen kaksi solmua kustakin
C';-kolmiosta. Tastd saadaan muuttujille ; totuusarvoasetus asettamalla

L1, josa eV
Hai) = { 0. jos na; € V.

Nyt kunkin C-kolmion karjistd alkavista kaarista vain kaksi voi olla kolmiosta peit-
teeseen valittujen solmujen peittdmid; kolmannen peittaad jokin literaalisolmu o € V.
Mutta tdlldin t(a) = 1, ja totuusarvoasetus ¢ toteuttaa tekijin C;. o
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